Algebra 1/2

Tobias Fritz (tobias.fritzQuibk.ac.at)

7. Oktober 2026

(Studienjahr 2025,26)

Die FEisenstein-Primzahlen:
Primelemente im Ring der komplexen Zahlen der Form a + be?™/3 (mit a,b € 7.)

Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons ,,Namens-
nennung — Nicht-kommerziell - Weitergabe unter gleichen Bedingun- @ @ @ @
gen 4.0 International” Lizenz.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.de

Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung

1.1 Algebra und das Losen von Gleichungen . . . . . ... ... ... .. ... ....
1.2 Algebraische Strukturen . . . . . . .. .. ...
2 Gruppentheorie
2.1 Definitionen und Beispiele . . . . . . . ... L oo
2.2 Homomorphismen und Isomorphismen . . . . . .. ... .. ... .. .......
2.3 Der erste Isomorphiesatz . . . . . . . . ... L
2.4 Gruppenwirkungen . . . . . . . . ...
2.5 Auflosbare Gruppen . . . . . . . ..
2.6 Endlich erzeugte abelsche Gruppen . . . . . . . ... .. 0000
3 Ordnungstheorie
3.1 Prégeordnete Mengen . . . . . . . .. ..o
3.2 Galois-Zusammenhénge . . . . . . ... Lo
3.3 Binédre Suprema und Infima . . . . . ... 0oL Lo
4 Ringe
4.1 Definitionen und erste Beispiele . . . . . . . .. ... oo
4.2 Unterringe . . . . . . . . . L e e e
4.3 Ringhomomorphismen, Ideale und der Isomorphiesatz . . . . .. .. ... .. ..
4.4 Idealarithmetik und Chinesischer Restsatz . . . . . . . .. . ... ... .. ....
4.5 Integritatsringe und Teilbarkeitstheorie . . . . . . . . . ... .. ...
4.6 FEuklidische Ringe . . . . . . . . . .. L
4.7 Hauptidealringe . . . . . . . . .. L
4.8 Faktorielle Ringe und Faktorisierungstheorie . . . . . . . . . . .. ... ... ...
4.9 Trreduzibilitdtskriterien fiir Polynome . . . . . . . .. .. L oL oL
5 Korper
5.1 Grundlagen . . . . . . ..
5.2  Korpererweiterungen . . . . . . . . ..o e e e e e e
5.3 Das Minimalpolynom . . . . . . . . ... oL o
5.4 ZerfallungskOrper . . . . . . . ... L
5.5 Galoisgruppen und Fixkorper . . . . . ... Lo
5.6 Normale und separable Erweiterungen . . . . . . . ... .. ... ... ......
5.7 Der Hauptsatz der Galoistheorie . . . . . .. ... ... ... ... ........
5.8 Unlosbarkeit von Gleichungen fiinften Grades . . . . . .. .. ... ... ... ..
Index
References

IS

16
26
29
36
37

47
47
50
99

57
o7
65
66
74
78
82
84
85
89

91
91
95
100
104
109
118
121
122

125

127



Vorwort

Feedback zu diesem Skript {iber das Forum in OLAT ist immer willkommen, insbesondere wenn
etwas unklar formuliert ist oder wenn Fehler entdeckt werden.

Literatur

Andere wertvolle einfiihrende Literatur zu Algebra ist folgende:

> Paolo Aluffi’s “Algebra: Notes from the Underground” [1] ist ein sehr gutes Buch, welches
neben den formalen Details auch die Motivation und Intuition hinter den Konzepten erklart.

> Das Skript von Tim Netzer [5] bietet ebenfalls eine sehr gute Einfiihrung mit etwas anderen

Schwerpunkten.

Priifungsrelevanz

Die Einfithrung (Abschnitt 1) ist nicht priifungsrelevant.
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Abbildung 1: Losungsformel fiir allgemeine Gleichungen dritten Grades (1.1).!

1 Einfiihrung

1.1 Algebra und das L6sen von Gleichungen

Das Wort Algebra stammt vom arabischen Wort A (al-jabr), welches so viel wie “Vervollstin-
digung” oder ‘“Zusammenfiigung” bedeutet und aus dem Titel eines im Jahr 820 entstandenen
Buches des persischen Mathematikers Muhammad ibn Musa al-Chwarizm1 stammt, welches als
erstes Lehrbuch der Algebra im Sinne der heutigen Schulmathematik gilt. Er beschreibt dort
unter anderem das Losen von quadratischen Gleichungen.

In seiner modernen Verwendung bezieht sich das Wort Algebra auf ein abstrakteres Teilge-
biet der Mathematik. Gemeint ist damit die Untersuchung von Strukturen, die durch eine Menge
und eine oder mehrere Verkniipfungen (Operationen) auf dieser Menge definiert sind. Dazu ge-
hort insbesondere die bereits bekannte lineare Algebra, die sich mit Vektorrdumen und linearen
Abbildungen beschéftigt. In diesem Fall sind die betrachteten Verkniipfungen also die Addition
von Vektoren und die skalare Multiplikation.

Die Relevanz der linearen Algebra ergibt sich vor allem daraus, dass man eine elegante und
sehr niitzliche Theorie zur Losung von linearen Gleichungssystemen erhélt. Obwohl in vielen An-
wendungsgebieten das Losen von linearen Gleichungssystemen von zentraler Bedeutung ist, so
sind doch viele Gleichungen, die in der mathematischen Praxis auftreten, nicht linear. Dazu geho-
ren natiirlich insbesondere die bereits erwdhnten quadratischen Gleichungen in einer Variablen,
deren Losungsformel aus der Schulmathematik bekannt ist.

In vielen Anwendungen treten aber auch kompliziertere Gleichungen auf, die weder linear
noch quadratisch sind. Zum Beispiel die Van-der- Waals-Gleichung aus der Thermodynamik, die
den Zusammenhang zwischen Druck p, Volumen V' und Temperatur T eines Gases beschreibt:

n2
(p + aVQ) (V —nb) =nRT.
Wollen wir diese Gleichung nach V' auflésen, zum Beispiel weil wir die anderen Grofen gegeben
haben, dann helfen uns weder die Schulmathematik noch die lineare Algebra weiter, denn nach
Multiplikation mit V2 und Ausmultiplizieren erhalten wir eine Gleichung dritten Grades in V!
Somit stellt sich die Frage:

1.1.1 Problem. Gibt es eine allgemeine Lésungsformel fiir Gleichungen dritten Grades
az® +bx® +cx+d=0 7 (L.1)

Die Antwort ist ja, und eine solche Losungsformel wurde bereits im 16. Jahrhundert gefun-
den. Sie ist allerdings deutlich komplizierter als die bekannte Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen und in Abbildung 1 dargestellt.

In der Formel fiir C' in Abbildung 1 taucht eine Quadratwurzel und eine dritte Wurzel auf.
Diese sind im Allgemeinen nicht eindeutig: gemeint ist jeweils irgendeine Zahl, deren dritte
bzw. zweite Potenz die jeweilige Zahl unter der Wurzel ergibt. Denn insbesondere mit komplexen
Koeffizienten a, b, c,d gibt es ja keine natiirliche Wahl von den Wurzeln. Aber bekommt man
nicht andere Losungen des Gleichungssystems, falls man andere Wurzeln wahlt?



Zur Beantwortung dieser Frage lohnt es sich, noch einmal die Losungsformel fiir quadratische

Gleichungen zu betrachten:

—b+ Vb2 —dac
2a '
Hier ist es so, dass die Wahl der Wurzel nur bestimmt, welche Lésung man als 1 und welche man
als xo bezeichnet. Mit anderen Worten: eine andere Wahl der Wurzel permutiert die Losungen,
lasst die Losungsmenge aber unverdndert. Genauso ist es bei der Losungsformel fiir kubische
Gleichungen aus Abbildung 1: eine andere Wahl der Quadratwurzel vertauscht zwei der drei
Losungen (und hélt die dritte fest), und eine andere Wahl der dritten Wurzel implementiert die
zyklische Permutation

T1/2 =

XTo — T, X1 — T, T2 — Xo (12)

oder ihr inverses
To — To, Tg — X1, 1 — Xg. (13)

1.1.2 Ubung. Rechne dies nach.

Wir sehen also, dass das Losen von Gleichungen eng mit Permutationen zusammenhéngt,
welche die Losungen miteinander vertauschen. Wie wir noch sehen handelt es sich bei diesen Per-
mutationen um Symmetrien der Gleichungen. Dies besser zu verstehen ist eines der Hauptziele
dieser Vorlesung.

Da wir nun einen Einblick in das Ldsen von Gleichungen dritten Grades gewonnen haben,
stellt sich die Frage, ob es auch eine Loésungsformel fiir Gleichungen vierten Grades gibt. Dies
ist tatséchlich der Fall, und die Lésungsformel ist noch wesentlich komplizierter als die fiir Glei-
chungen dritten Grades. Deswegen werden wir werden sie hier nicht hinschreiben. Wieder ist es
so, dass in der Losungsformel Wurzeln auftauchen, und dass die Wahl der Wurzeln die Losungen
permutiert.

Jetzt wiirde man vielleicht erwarten, dass es so weitergeht: auch fiir Gleichungen fiinften
Grades wird es dann ja wohl eine Losungsformel geben, oder? Interessanterweise ist dies nicht
der Fall: man kann streng beweisen, dass es fiir Gleichungen fiinften Grades keine Losungsformel
gibt, die nur aus den Grundrechenarten und dem Ziehen von Wurzeln besteht. Dies ist eines der
berithmtesten Resultate der Algebra und beruht auf der Galoistheorie, die wir in Abschnitt 5
behandeln werden. Hier sei zunéchst nur darauf hingewiesen, dass bereits das Angeben einer
mathematisch prézisen Definition von “Losungsformel” nicht offensichtlich ist.

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dass die Theorie der polynomialen Gleichungen in
einer Variablen ein zentrales Thema der Algebra ist, weil die in Abschnitt 5 behandelte Kor-
pertheorie die dafiir notwendigen Werkzeuge bereitstellt. Und wie bereits gesagt werden linea-
re Gleichungssysteme in mehreren Variablen durch die lineare Algebra abgedeckt. Der néchste
logische Schritt wére dann also, beides zu kombinieren und sich mit nichtlinearen Gleichungs-
systemen in mehreren Variablen zu beschéftigen. Dies ist das zentrale Thema der algebraischen
Geometrie, die oft im Masterstudium behandelt wird und auf der Ring- und Ké&rpertheorie aus
den Abschnitten 4 und 5 aufbaut.

Zusammenfassend erhalten wir also folgendes Schema von mathematischen Disziplinen, die
sich mit dem Loésen von Gleichungen beschéftigen:

‘ linear polynomial

Eine Variable und eine Gleichung Schulmathematik Korpertheorie

Mehrere Variablen oder mehrere Gleichungen | lineare Algebra  Algebraische Geometrie

Natiirlich gibt es auch noch viele nichtlineare Gleichungen, die in der Praxis auftreten und
welche nicht polynomial sind. Auf Gleichungen dieser Art konnen die Werkzeuge der Algebra
oft auch angewendet werden. Wir werden dies aber hier nicht betrachten, und fiir die praktische
Anwendung sind andere Methoden meist besser geeignet.?

2Selbst zum numerischen Losen von polynomialen Gleichungen dritter Ordnung und in einer Variablen ist die
in Abbildung 1 angegebene Losungsformel oft nicht die beste Wahl.



1.2 Algebraische Strukturen

Wie schon erwdahnt beschéftigt sich die Algebra mit Strukturen, die durch eine Menge und eine
oder mehrere Verkniipfungen (Operationen) auf dieser Menge definiert sind. Dazu gehoren zum
Beispiel die Ringe und Koérper, wo die betrachteten Verkniipfungen die Addition und Multipli-
kation sind. Der Einfachheit halber beginnen wir aber mit Strukturen, bei denen es nur eine
Verkniipfung gibt.

1.2.1 Definition. FEin Magma ist eine Menge M zusammen mit einer Abbildung

* : M xM—M
(z,y) —> xxy.

Ein Magma ist also einfach eine Menge, auf der eine Verkniipfung definiert ist, die zwei
Elemente der Menge wieder zu einem Element der Menge kombiniert.

Ein Magma kann zusitzliche Rechengesetze erfiillen. Damit gemeint sind bestimmte Um-
formungsregeln, die fiir alle Elemente der Menge erfiillt sein miissen falls das Rechengesetz gilt.
Wichtige Beispiele fiir Rechengesetze sind insbesondere die folgenden:

> Assoziativitit: Fir alle z,y,z € M gilt

(xxy)*xz=xx*(y=*2). (1.4)

> Kommutativitat: Fiir alle z,y € M gilt

THY=Y*T. (1.5)

> Idempotenz: Fiir alle x € M gilt
Txx =2 (1.6)

> Selbstdistributivitiat: Fiir alle x,y, 2z € M gilt

T (yxz)=(z*y)*(r*2). (1.7)

1.2.2 Beispiel. (a) Die Menge der ganzen Zahlen Z mit der Addition + ist ein Magma. Die-
ses erfiillt die Assoziativitdt, die Kommutativitit, aber weder die Idempotenz noch die
Selbstdistributivitét.

(b) Eine beliebige Menge M wird zu einem Magma durch die Verkniipfung
TxY =X

Dieses Magma erfiillt die Assoziativitit, Idempotenz und die Selbstdistributivitdt, aber
nicht die Kommutativitit (falls M mehr als ein Element hat).

(¢) Die natiirlichen Zahlen N werden durch
T*y:=zY

zu einem Magma. Dieses erfiillt keines der oben genannten Rechengesetze. Stattdessen gilt
folgendes etwas exotischeres Rechengesetz:

(rxy)xz=(r*z)*y.
Denn bekanntermaflen ist (a¥)* = a¥? = 2*¥ = (z%)Y.
(d) Die reellen Zahlen R werden durch
x *y = max(z,y)

zu einem Magma. Dieses erfiillt alle der oben genannten Rechengesetze.



1.2.3 Bemerkung. Manchmal gibt es tiberraschende Implikationen zwischen verschiedenen Re-
chengesetzen. So gilt zum Beispiel die Implikation

(xxy)xx=y Ve,ye M = xx(yxx)=y Vr,ye M.

Der Beweis ist wie folgt:

zx(yxw)=((y*xz)*xy)*(y*z) =y

Wie durch die Unterstreichung angedeutet, wurde im ersten Schritt das angenommene Rechen-
gesetz mit & und y vertauscht angewendet, also x = (y*x) *y. Im zweiten Schritt wurde es dann
mit z * y anstelle von z angewendet (oberstrichen). Dies ist erlaubt, da das z im Rechengesetz
ja beliebig gew#hlt werden darf.

1.2.4 Bemerkung. Die Verkniipfung in einem Magma ist bin&r, d.h. sie verkniipft jeweils
zwei Elemente miteinander. Es gibt aber auch Verkniipfungen, die mehr als zwei Elemente mit-
einander verkniipfen. Betrachten wir zum Beispiel die Abbildung, welche jedem Dreieck seinen
Inkreismittelpunkt zuordnet. Wenn wir ein Dreieck als durch seine Ecken gegeben betrachten,
dann ist diese Abbildung von der Form?

R2 x R? x R? — R2.

Dies ist also eine Verkniipfung, die drei Elemente des R? miteinander kombiniert und ein neues
Element des R? ergibt.

Wir werden uns im Folgenden aber auf bindre Verkniipfungen beschrinken. Denn diese sind
in der mathematischen Praxis am wichtigsten, und viele Verkniipfungen mit mehr als zwei Ar-
gumenten kénnen auf bindre Verkniipfungen zuriickgefiihrt werden. Es ist etwas unklar, ob dies
nur deshalb gilt, weil bindre Verkniipfungen mit dem menschlichem Verstand leichter zu erfas-
sen sind und komplexere Verkniipfungen deshalb seltener untersucht werden, oder ob es einen
tieferen Grund dafiir gibt.

3Damit dies der Fall ist, muss der Inkreismittelpunkt auch fiir ausgeartete Dreiecke definiert sein, also wenn
alle drei Ecken auf einer Geraden liegen oder sogar zusammenfallen. Die Frage, wie in diesen Féllen der Inkreis-
mittelpunkt definiert ist, spielt fiir uns hier jedoch keine Rolle.



AWAWAWAY

(a) Ein Muster mit Translationssymmetrie und (b) Hier gibt es zusétzlich noch eine Rotationssym-
Gleitspiegelungssymmetrie:  sowohl durch eine metrie: das Muster wird durch eine 180° Rotation
Translation als auch durch eine geeignete Gleitspie- um eine Nullstelle auf sich selber abgebildet.

gelung wird das Muster auf sich selber abgebildet.

[EEEEEGGEE L

(¢) Ein Ornament (Fries) aus der Architektur. Welcher der beiden anderen Symmetrien entspricht dies?

Abbildung 2: Muster mit verschiedenen Symmetriegruppen.

2 Gruppentheorie

Die Gruppentheorie kann als die mathematische Untersuchung von Symmetrien verstanden wer-
den. Symmetrien begegnen uns iiberall in der Natur, in der Kunst und in der Architektur. So
sind z.B. Ornamente in der Architektur oft durch verschiedene Symmetrien gekennzeichnet. In
Abbildung 2 sind drei Muster mit zwei verschiedenen Typen von Symmetrien dargestellt. Allen
gemeinsam ist, dass eine geeignete Translation nach links oder rechts das jeweilige Muster auf
sich selber abbildet. Ebenso kann man durch eine Gleitspiegelung, also eine Spiegelung an einer
Achse kombiniert mit einer Translation um die halbe Lénge, alle drei Muster auf sich selber
abbilden.

In (b) gibt es aber noch eine weitere Symmetrie, die (a) nicht hat, ndmlich eine 180°-Drehung
um eine geeignete Stelle (Nullstelle der Kurve). Denn die Fiifse in (a) zeigen alle nach rechts, so
dass eine Drehung das Muster nicht auf sich selber abbilden kann, wihrend es in (b) keine Un-
terscheidung zwischen links und rechts gibt. In gruppentheoretischer Sprache kénnen wir sagen,
dass (a) und (b) verschiedene Symmetriegruppen haben.

2.1 Definitionen und Beispiele

Die Definition von Gruppe entsteht durch Abstraktion der Eigenschaften von Symmetrien. Zum
Beispiel ist es eine grundlegende Eigenschaft von Symmetrien, dass die Hintereinanderausfihrung
zweier Symmetrien wieder eine Symmetrie ist. Dies fiihrt dazu, dass die Menge der Symmetrie
mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung ein Magma bildet. Auf diese Weise bekommt
man aber nicht beliebige Magmas, sondern nur Magmas mit bestimmten besonders schénen
Eigenschaften wie folgt.

2.1.1 Definition. Ein Monoid ist ein Tripel (M, -, e) bestehend aus einem Magma (M, -) und
einem Element e € M, so dass gilt:

(a) Die Verkniipfung - ist assoziativ, erfillt also (1.4).
(b) Fiir alle x € M gilt

r-e=x=e-T.
Das Element e heilst dabei auch neutrales Element.

2.1.2 Bemerkung. In jedem Monoid ist das neutrale Element eindeutig.? Denn falls ¢/ ebenfalls
ein neutrales Element ist, dann erhalten wir

e =e-e =e,

4Dies gilt (mit dem gleichen Beweis) sogar noch allgemeiner in jedem Magma mit einem neutralen Element.



wobei wir im ersten Schritt die Neutralitit von e und im zweiten die von e’ verwendet haben.
In der Praxis wird aufgrund der Eindeutigkeit das neutrale Element meist nicht explizit
angegeben, denn es ist ja bereits durch die Angabe der Verkniipfung - eindeutig festgelegt. Um
zu beweisen, dass eine gegebene Verkniipfung auf einer Menge eine Monoidstruktur definiert,
muss man also nur die Assoziativitit und die Existenz eines neutralen Elements nachweisen.

Unser erstes Beispiel zeigt, dass der Begriff des Monoids nicht nur fiir die Beschreibung von
Symmetrien relevant ist, sondern auch arithmetische Operationen erfasst.

2.1.3 Beispiel. (a) Die natiirlichen Zahlen N bilden ein Monoid beziiglich der Multiplikation
- mit 1 als neutralem Element.

(b) Andererseits ist N auch ein Monoid beziiglich + mit 0 als neutralem Element.

Obwohl wir in der allgemeinen Theorie die Verkniipfung in einem Monoid als Multiplikation
schreiben und entsprechende Terminologie verwenden, kann es sich dabei auch um eine
Addition handeln!

(¢) Analog konnen wir auch alle anderen Zahlensysteme wie Z, Q, R und C als Monoide
betrachten, sowohl beziiglich Addition als auch beziiglich Multiplikation.

2.1.4 Beispiel. Fiir eine beliebige Menge A sei A* die Menge der endlichen Folgen von Elementen
aus A. Dann ist A* ein Monoid beziiglich der Konkatenation von Folgen,

(al,...,am)-(bl,...,bn) = (al,...,am,bl,...,bn),

wobei die leere Folge () als neutrales Element dient. Dieses Monoid wird z.B. in vielen Program-
miersprachen verwendet, wo die Folgen als “Strings” und A als “Alphabet” bezeichnet werden.
Die Konkatenation von Strings ist eine wichtige Operation, die z.B. in Python als “4” geschrieben
wird.

Wir kehren zuriick zur Betrachtung von Symmetrien. Wie wir noch genauer sehen werden sind
Symmetrien Abbildungen, die eine bestimmte Zusatzstruktur erhalten, welche je nach Kontext
variiert. Wie schon angedeutet ist die relevante Verkniipfung die Hintereinanderausfithrung von
Abbildungen. Deshalb ist folgendes Beispiel zentral.

2.1.5 Beispiel. Sei X eine beliebige Menge und My die Menge aller Abbildungen X — X mit
der Hintereinanderausfithrung o als Verkniipfung. Fiir f,g: X — X ist dabei g o f definiert als
die Abbildung mit

(g0 f)(x) = g(f(x)).
Dann ist Mx beziiglich o ein Monoid, wie wir im folgenden nachweisen.
Falls f,g,h : X — X Abbildungen sind, dann miissen wir die Assoziativitéit

ho(gof)=(hog)of

zeigen. Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn sie auf allen Elementen des Definitionsbe-
reichs die gleichen Werte annehmen. Somit reicht es aus zu zeigen, dass beide Seiten auf jedem
x € X den gleichen Wert liefern. Das Einsetzen von z liefert jeweils

(ho(go f))(x)=h((ge f)(z)) = h(g(f(x))),
((hog)o f)(x) = (hog)(f(z)) = h(g(f(x))).
Da die rechten Seiten iibereinstimmen, ist somit die Assoziativitdt gezeigt.
Das neutrale Element ist die Identitéitsabbildung idx : X — X, definiert als idx(z) = «
fiir alle z € X. Zum Nachweis desselben miissen wir zeigen, dass
foidx =f=idxof

fiir alle f: X — X. Dafiir setzen wir wieder ein beliebiges « € X ein, und bekommen

(feldx)(z) = f(idx (z)) = f(=),
und analog
(idx o f)(z) = idx (f(2)) = f(=).

Somit ist gezeigt, dass idx das neutrale Element ist.



2.1.6 Bemerkung. Wie es fiir die Multiplikation von Zahlen oder Matrizen allgemein iiblich ist,
lassen wir auch in einem Monoid (M, -) das Symbol fiir die Verkniipfung oft weg und schreiben
zwei Elemente einfach direkt nebeneinander,

Ty =1x-y.

Das Assoziativgesetz nimmt somit die visuell einfachere Form

‘x(yz) = (zy)z Ve, y,z € M

an. Dementsprechend schreiben wir auch vereinfacht xyz. Dieser Ausdruck kann entweder als
z(yz) oder als (zy)z gelesen werden. Aufgrund der Assoziativitat stimmen diese beiden Lesarten
iiberein.

Die analoge Aussage gilt sogar fiir Produkte beliebiger Lénge:

2.1.7 Ubung. Zeige, dass fiir jedes Monoid M und x,,...,x, € M das Produkt
T1Xo " Ty
unabhdngig von der Klammerung ist.

Symmetrien wie in Abbildung 2 haben die zusétzliche Eigenschaft, dass jede der betrachteten
Abbildungen invertierbar ist. Der allgemeine Begriff von Invertierbarkeit ist wie folgt.

2.1.8 Definition. Sei (M, -, e) ein Monoid.

(a) Fin Element x € M heifit invertierbar, falls es ein Element y € M gibt mit

TY = e = yz. (2.1)

(b) M heifst Gruppe, falls jedes Element von M invertierbar ist.
Eine generische Gruppe werden wir im Folgenden meist mit (G, -, ) bezeichnen.

2.1.9 Bemerkung. (a) Falls y mit (2.1) existiert, dann ist es eindeutig bestimmt, und heifst
das Inverse von z. Denn falls 3/ ebenfalls ein Inverses von z ist, dann gilt

/ /

Y =ye=yry=ey=y.

Somit folgt die Eindeutigkeit, und wir kénnen von dem Inversen von z sprechen. Wir
bezeichnen das Inverse von x mit ', sofern es existiert.

(b) In einer Gruppe gelten folgende Rechenregeln fiir das Bilden von Inversen:

el =e, (xy) P =y a7t (™™t = ‘ (2.2)

Ersteres ist klar wegen ee = e, so dass e sein eigenes Inverses ist. Fiir die zweite Regel

rechnen wir

-1 1 1

(ay)y~ a7 =alyy Nzt =zea” = w27 =,

1

und analog (y~ 'z~ !)(xy) = e. Somit ist y 'z ~! in der Tat das Inverse von zy.

Allgemeiner gelten (2.2) bereits in jedem Monoid fiir alle invertierbaren Elemente, mit dem
gleichen Beweis. Dies wird in Beispiel 2.1.11 unten verwendet.

(c) In einer Gruppe gilt: falls xy = e, dann ist y = x~!. Es muss also bloR eine der beiden
Gleichungen in (2.1) gelten, und die andere folgt dann automatisch. Denn aus xy = e folgt

y:ey:gjflxy:xile:xil. (2'3)

Diese Eigenschaft ist aber spezifisch fiir Gruppen, denn:

10



2.1.10 Ubung. Finde eine geeignete Menge X und zwei Funktionen f,q: X — X, so dass
fog=idx, go f#idx.
Wir kommen nun zu einigen Beispielen von Gruppen.

2.1.11 Beispiel. Die folgende Konstruktion erzeugt aus jedem Monoid eine Gruppe. Wie wir
noch sehen werden liefert dies wichtige Beispiele von Gruppen, denn die folgenden Beispie-
le 2.1.12, 2.1.14 und 2.1.19 entstehen auf diese Weise.

Sei M ein Monoid und

M* :={x € M | x ist invertierbar}.

Dann ist M* eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung von M. Denn zunéichst ist nach (2.2)
das Produkt zweier invertierbarer Elemente wieder invertierbar, und somit ist M* beziiglich
der Verkniipfung abgeschlossen, also ein Magma. Die Verkniipfung ist assoziativ, weil sie es in
M ist. Weiters ist das neutrale Element von M nach (2.1) invertierbar, und somit ist M* ein
Monoid. Nach Definition von M* sind alle Elemente von M* invertierbar, und ihre Inversen
liegen dank (2.2) ebenfalls in M*. Somit ist M* eine Gruppe.

2.1.12 Beispiel. Im Monoid der Abbildungen X — X von Beispiel 2.1.5 ist eine Abbildung
f X — X genau dann invertierbar, wenn sie bijektiv ist. Denn ist f bijektiv, so gibt es eine
Umbkehrabbildung f~!, welche charakterisiert ist durch

f@y=y <<= [y ==z (2.4)

In diesem Fall iiberlegt man sich leicht, dass f~!' o f =idy = f o f~! gilt. Andererseits, falls f
invertierbar mit Inversem f~! ist, dann folgt auch (2.4) leicht, und somit ist f bijektiv.

Die Menge der bijektiven Abbildungen X — X bildet somit eine Gruppe beziiglich der Hin-
tereinanderausfithrung. Wir bezeichnen diese Gruppe mit Sx und nennen sie die symmetrische
Gruppe iber X. Oft betrachtet man

X =A{1,...,n}

fiir ein n € N, und bezeichnet die symmetrische Gruppe tiber dieser Menge einfach mit S,,. Deren
Elemente sind die bereits bekannten Permutationen, die wie aus der linearen Algebra bekannt
als Hintereinanderausfithrung von Zykeln dargestellt werden kénnen, also zum Beispiel

(135)(26) € S (2.5)

fiir die bijektive Abbildung

1v3 §:§ 47

2.1.13 Definition. FEine Teilmenge H C G einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, falls
gelten:

(a) e€ H.
(b) Fiir alle x,y € H gilt vy € H.
(¢c) Fiir allex € H gilt x=' € H.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass jede Untergruppe H einer Gruppe G selbst wieder eine
Gruppe ist beziiglich der Verkniipfung von G, weil die Rechengesetze wie das Assoziativgesetz
von G auf H vererbt werden.

Jetzt kdnnen wir zu den Symmetrien zuriickkehren. Eine Symmetrie eines mathematischen
Objekts ist eine bijektive Abbildung von diesem Objekt auf sich selber, welches die Struktur des
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Objekts erhélt. Auch wenn wir keine formal prézise Definition von “Struktur” geben werden, legt
dieses Prinzip nahe, dass die Symmetrien eines Objekts eine Untergruppe der symmetrischen
Gruppe iiber der Grundmenge des Objekts bilden: die Identitétsabbildung ist strukturerhaltend,
die Hintereinanderausfithrung zweier strukturerhaltender Abbildungen ist wieder strukturerhal-
tend, und das Inverse einer strukturerhaltenden Abbildung ist oft ebenfalls strukturerhaltend.

2.1.14 Beispiel. Fiir einen Korper K und n € N betrachten wir den Vektorraum K™ und
die “strukturerhaltenden” Abbildungen K™ — K™. Das Erhalten der Struktur des Vektorraums
bedeutet, dass die Abbildung sowohl die Vektoraddition als auch die Skalarmultiplikation er-
hélt, also linear ist. Die linearen Abbildungen f : K™ — K™ sind bekanntermafen gerade die
Abbildungen, die die Form

f(z) = Az (2.6)

fiir eine Matrix A € M,,«,,(K) haben.

Die Hintereinanderausfiihrung zweier linearer Abbildungen ist wieder linear, und die Hinter-
einanderausfiihrung entspricht genau der Matrixmultiplikation: fiir f(x) = Az und g(z) = Bx
ist

(90 f)(x) = g(f(x)) = g(Az) = B(Az) = (BA)z.
Auflerdem ist die Identitidtsabbildung (dargestellt durch die Einheitsmatrix 1,,«,,) linear. Somit
bilden die linearen Abbildungen K™ — K™ ein Monoid beziiglich der Hintereinanderausfiihrung,
welches auch als Monoid der n x n-Matrizen mit der Matrixmultiplikation beschrieben werden
kann.

Eine lineare Abbildung (2.6) ist genau dann invertierbar, wenn die Matrix A invertierbar
ist, und die inverse Abbildung wird durch die inverse Matrix A~! dargestellt. Die invertierba-
ren linearen Abbildungen bzw. Matrizen bilden somit eine Gruppe, die sogenannte allgemeine

lineare Gruppe. Sie wird mit
GL, (K)

bezeichnet.

2.1.15 Beispiel. Eine Matrix A € M,,«,(R) heift orthogonal, falls
AtA = 1n><n7

also falls A=! = A* gilt. Eine orthogonale Matrix erhilt die euklidische Norm, denn fiir alle
z € R” gilt
|Az]|? = (Az)*(Az) = 2" (A" A)z = 2" Lyxna = ||z,

also ||Az| = ||z||. Man kann sogar zeigen, dass umgekehrt jede lineare Abbildung, welche die
euklidische Norm erhélt, durch eine orthogonale Matrix dargestellt wird.? Somit sind die ortho-
gonalen Matrizen genau die linearen Abbildungen, welche Abstdnde im R™ erhalten. Mit anderen
Worten: die orthogonalen Matrizen sind die Symmetrien des R™, wenn man ihn als normierten
Raum betrachtet. Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe der allgemeinen linearen
Gruppe GL,,(R), die sogenannte orthogonale Gruppe,

O(n) = {A € GL,(R) | A"A = 1,5}

Es lohnt sich, die Elemente von O(3) zu visualisieren: diese sind entweder Drehungen um eine
Achse (durch den Ursprung) oder Drehspiegelungen an einer Ebene, wobei der Drehwinkel jeweils
auch 0 sein kann (so dass man die Identitéit bzw. reine Spiegelungen erhilt).5 Bei O(2) haben
wir es mit Drehungen um den Ursprung sowie mit Spiegelungen an einer Geraden durch den
Ursprung zu tun.

2.1.16 Beispiel. Eine Abbildung f : R™ — R™ heift affin, falls sie von der Form

f(x)=Az+0b (2.7)

5Siehe z.B. math.stackexchange.com/q/1293901/745634.
6Siehe z.B. [3, Satz 1.8(b)].
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fiir eine Matrix A € M, x,(R) und einen Vektor b € R™ ist. Falls A orthogonal ist, dann erhilt
eine solche Abbildung (2.7) Abstédnde im R™, denn

() = F@)l = I(Az + b) — (Ay + b)|| = [|A(z — y)| = [l= — ]|

Man kann sogar zeigen, dass umgekehrt jede Abbildung, die Absténde erhélt, von der Form (2.7)
mit orthogonaler A ist. Diese Aussage ist Teil des Satzes von Mazur-Ulam. Es ist iiberraschend,
dass eine Abbildung, die Abstédnde erhéilt, bereits automatisch affin ist!

Man sieht relativ leicht aus der Definition von abstandserhaltenden Abbildungen, dass die
Hintereinanderausfiihrung zweier abstandserhaltender Abbildungen wieder abstandserhaltend
ist, dass die Identitdtsabbildung abstandserhaltend ist, und dass jede abstandserhaltende Abbil-
dung invertierbar ist mit abstandserhaltender inverser. All dies ist auch anhand der Form (2.7)
mit orthogonaler A leicht nachzurechnen. Somit bilden die abstandserhaltenden Abbildungen
R™ — R™ eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sg». Sie heifit euklidische Gruppe
und wird mit

En)={f:R*"—>R"| f(x) = Az + b, A€ O(n), b€ R"}

bezeichnet. Zum Beispiel zu E(2) gehoren die Drehungen und Spiegelungen, aber auch die Trans-
lationen und die Gleitspiegelungen, wie in Abbildung 2.

2.1.17 Beispiel. Jetzt kommen wir zuriick zu den Mustern in Abbildung 2 und koénnen den
dort informell besprochenen Symmetriegruppen eine prizise Definition geben. Zunéichst kdnnen
wir ein Muster betrachten als eine Teilmenge der Ebene M C R2. Die Symmetrien des Musters
sind dann die abstandserhaltenden Abbildungen f : R? — R? welche das Muster auf sich selber
abbilden, also

fM) =M.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Symmetrien eine Untergruppe der euklidischen Gruppe F(2)
bilden, denn:

> Die Identitdtsabbildung bildet M auf sich selber ab.
> Falls f(M) = M und g(M) = M, dann gilt auch

(g0 f) M) =g(f(M)) =g(M)=M.
> Falls f(M) = M, dann gilt auch

F7HM) = fHf(M) = M.

2.1.18 Beispiel (Diedergruppen). Fiir n > 3 betrachten wir ein regelméfiges n-Eck im R? mit
Mittelpunkt im Ursprung, wie in Abbildung 3. Die Symmetrien eines solchen n-Ecks bilden eine
Untergruppe der euklidischen Gruppe E(2), die sogenannte Diedergruppe Ds,,.”

Zu Do, gehort zunichst die Rotation um den Ursprung um 27 /n, also

__ (cos(2m/n) —sin(27/n)
" sin(2/n)  cos(2w/n) )’
Da, Ds,, ein Monoid ist, gehtren auch alle Potenzen 7,72, ... zu Ds,. Dabei gilt " = idge, also
sind nur die Potenzen

idge = 70,7t P2, .t

verschieden. Auferdem gehort die Spiegelung an der z-Achse

%)

"Der Index 2n kommt daher, dass die Diedergruppe 2n Elemente hat, wie wir im folgenden sehen werden.
Manchmal wird die Diedergruppe auch mit D,, bezeichnet, was zu Verwirrung fithren kann.
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Abbildung 3: Zwei regelméfige n-Ecke und ihre Symmetrien: Drehungen (griin), wobei die letzte
volle Drehung die Identitdtsabbildung ist, und Spiegelungsachsen (rot).

zu D,,. Da s? = idpe gilt, bekommen wir durch das Bilden von Potenzen von s keine neuen
Symmetrien. Wir kénnen aber weitere Symmetrien durch Hintereinanderausfiihrung von s mit
Potenzen von r erzeugen, also die Elemente

s, rs, r2s, ..., " ts
betrachten. Hierzu kann man sich leicht tiberlegen (oder anhand der Matrixdarstellungen nach-
rechnen), dass 7¥s die Spiegelung an der Geraden durch den Ursprung mit Winkel %’T zur z-Achse
ist.

Somit haben wir bisher n Rotationen (inklusive der Identitét) und n Spiegelungen gefunden,
also insgesamt 2n Symmetrien. Gibt es noch weitere? Dazu kénnen wir zunéchst feststellen,
dass jede Symmetrie den Ursprung auf sich selber abbilden muss, denn der Ursprung ist der
Schwerpunkt des n-Ecks, und Symmetrien miissen ausgezeichnete Punkte wie den Schwerpunkt
erhalten. Somit muss jede Symmetrie nicht nur zu E(2) gehoren, sondern sogar zu O(2), also
entweder eine Drehung um den Ursprung oder eine Spiegelung an einer Geraden durch den
Ursprung sein. Da eine Symmetrie Ecken auf Ecken abbilden muss, sind die einzigen erlaubten
Drehungen die Potenzen von r. Die einzigen méglichen Spiegelungsachsen sind die Geraden durch
den Ursprung mit Winkel %’T zur z-Achse, also die von uns bereits gefundenen Spiegelungen
r%s5.8 Somit haben wir also alle Symmetrien gefunden. (Diese Argumente sollen keinen formalen
Beweis darstellen, sondern eher eine Beweisskizze, die uns hilfreiche Intuition liefert. Im Rahmen
dieser Vorlesung wollen wir es dabei belassen und stattdessen die Gruppe aus algebraischer Sicht
untersuchen.)

Insgesamt haben wir also

Do, = {idg2,r,...,7"" YU {s,rs,...,r" " 's}.

Wie sieht die Gruppenstruktur von Ds, aus? Zunichst ist wegen r™ = e klar, dass mit den
Potenzen von r modulo n zu rechnen ist, also

’I”k ~T£ — T(k+£) mod n (28)

Dies entspricht der Tatsache, dass der Drehwinkel nur bis auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt
ist. Insbesondere gilt = = r"~1, Als wichtigste Relation halten wir auRerdem fest, dass

rs=sr ! (2.9)

8Fiir ungerades n verbinden diese Geraden jeweils eine Ecke mit dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite. Fiir gerades n verbindet die Hélfte dieser Geraden gegeniiberliegende Ecken, und die andere Halfte die
Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten.
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gilt: wenn wir zuerst spiegeln und dann um =& drehen, dann ist dies dasselbe wie zuerst um 72—”

zu drehen und dann zu spiegeln. Dies ist mlt den Matrixdarstellungen leicht nachzurechnen
ist aber auch intuitiv einleuchtend anhand der geometrischen Bedeutung von r und s nach
Abbildung 3.

Durch die Relation (2.9) und die Tatsache, dass Ds, eine Gruppe ist, sind alle anderen
Multiplikationen in Ds, bereits bestimmt. Denn wie in (2.8) ist klar, wie man zwei Potenzen von
r multipliziert. Die Multiplikation einer Rotation mit einer Spiegelung liefert

7,,k . 7’68 _ 7,,(IH»Z) mod ns7 7"k8 . T’Z _ 7,,(kff) mod ns’
wobei die zweite Gleichung aus (2.9) durch mehrfaches Anwenden folgt: jeden Faktor r konnen
wir an dem s vorbeiziehen, indem wir ihn durch ! ersetzen, und so ergibt sich rfs = sr—¢. Zu
guter Letzt ist die Multiplikation zweier Spiegelungen nach dem gleichen Argument durch

’I’kS . TZS — T(k—@) mod n
bestimmt.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: in der Diedergruppe Ds, kdnnen wir jedes Element
bekommen, indem wir die Rotation r und die Spiegelung s wiederholt multiplizieren. Die Grup-
penstruktur ist eindeutig durch die Relationen

" =e, s =e, rs=sr ! (2.10)

bestimmt. Insbesondere kénnen wir eine Potenz von r an der Spiegelung s vorbeiziehen, indem
wir die Potenz von r invertieren. Durch diese Rechenregeln 14t sich in Ds,, sehr einfach rechnen,
ohne dass man Matrixdarstellungen verwenden oder an die geometrische Bedeutung denken muss.

Wir kommen nun zu einigen Beispielen, die weniger direkt mit Symmetrien zu tun haben,
aber trotzdem wichtige Gruppen sind.

2.1.19 Beispiel. (a) Die Menge der ganzen Zahlen Z bildet eine Gruppe beziiglich der Addi-
tion + mit 0 als neutralem Element. Das Inverse eines Elements n € Z ist —n. Gleiches
gilt fiir alle anderen Zahlensysteme, bzw. noch allgemeiner fiir Ringe (weil dies Teil der
Definition von Ring ist).

(b) Betrachten wir entsprechend die Multiplikation als Verkniipfung, dann ist natiirlich die 0
nicht invertierbar. Ein Zahlensystem wie Z oder R ist also keine Gruppe beziiglich der
Multiplikation ist.

Wenn wir aber die 0 weglassen, dann bekommen wir in vielen Fallen eine Gruppe, ndmlich
zum Beispiel fiir Q \ {0}, R\ {0} und C\ {0}. In der Tat ist die Forderung, dass man
eine Gruppe beziiglich der Multiplikation erhédlt wenn man die 0 weglésst, gerade Teil der
Definition von Korper. Im Gegensatz dazu ist Z \ {0} aber keine Gruppe beziiglich der
Multiplikation, denn z.B. ist 2 nicht multiplikativ invertierbar.

In diesen Beispielen arithmetischer Natur gilt bekanntermafen auch das Kommutativgesetz:

2.1.20 Definition. FEine Gruppe G heifit abelsch, falls fiir alle x,y € G gilt

TY = yT.

Denn wie wir noch sehen werden, ist die Untersuchung von abelschen Gruppen einfacher als
die von allgemeinen Gruppen. Zum Beispiel gelten:

> Die symmetrische Gruppe Sx von Beispiel 2.1.12 ist abelsch genau dann wenn | X| < 2.
Denn in S5 ist z.B. (1 2)(2 3) # (2 3)(1 2), und analog wenn X mindestens drei Elemente
hat.

Falls X leer ist oder blofs ein Element hat, dann enthélt Sx nur die Identitdt und ist
somit trivialerweise abelsch. Fiir eine Menge mit zwei Elementen X = {1, 2} ist schlieflich
Sx = {idx, (1 2)}, und diese Gruppe ist abelsch.
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> Ahnliches gilt fiir die allgemeine lineare Gruppe GL,(K) aus Beispiel 2.1.14: diese ist
abelsch fiir n = 1, aber nicht fiir n > 2. Zum Beispiel fir n = 2 gilt

)G )66 )

Fir n > 2 kann man dasselbe Beispiel verwenden, wenn man mit Einsen entlang der
Diagonale und Nullen sonst auffiillt.

> Ahnlich dazu ist die orthogonale Gruppe O(n) abelsch fiir n = 1, aber nicht fiir n > 2.
Zum Beispiel gilt fiir n = 2,

b 26006 5)

Das heifit: die Spiegelung an der z-Achse und die Spiegelung an der Winkelhalbierenden
des ersten Quadranten kommutieren nicht.

> Die euklidische Gruppe E(n) aus Beispiel 2.1.19 ist fiir alle n > 1 nicht abelsch. Zum
Beispiel schon mit n =1 und f(z) =2+ 1 und g(z) = —z ist
(fog)(x) = f(-z) = —x+1,
(g0 f)() = glo+1) = -2 1.

> Die Diedergruppe Ds, ist fiir alle n > 3 wegen (2.9) und r # r~! nicht abelsch.
> Die Gruppen aus Beispiel 2.1.19 sind alle abelsch.

2.2 Homomorphismen und Isomorphismen

Fiir die Untersuchung von Symmetrien und anderen Anwendungen ist ein Versténdnis der alge-
braischen Struktur von Gruppen essentiell. Dies ist das Hauptziel der Gruppentheorie.
Wir beginnen zunéchst mit einigen weiteren grundlegenden Begriffen.

2.2.1 Definition. Fine Gruppe G heifit erzeugt durch gegebene Elemente ay, ..., a, € G, falls
G die kleinste Untergruppe von G ist, die ay,...,a, enthdlt.

Dies klingt etwas abstrakt, lasst sich aber leicht konkreter formulieren: G wird durch a4, ..., a,
erzeugt, falls sich jedes Element von G als endliches Produkt der Elemente a4, ..., a, und ihrer
Inversen afl, ...,a, ! schreiben liisst. Denn anhand von Definition 2.1.13 sieht man direkt, dass
die Menge aller solchen Produkte eine Untergruppe von G ist. Es ist aufterdem klar, dass es die
kleinste Untergruppe ist, welche G enthélt. Somit stimmt G genau dann mit dieser Untergruppe

iiberein, wenn jedes Element von G als solches Produkt dargestellt werden kann.

2.2.2 Beispiel. Die Diedergruppe Ds,, aus Beispiel 2.1.18 wird durch die Rotation r und die
Spiegelung s erzeugt. Denn jedes Element von Dy, ist entweder eine Potenz von r oder eine
Potenz von r gefolgt von s.

2.2.3 Definition. Fine Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein Element x € G gibt, so dass G
durch x erzeugt wird.

In einer zyklischen Gruppe ist also jedes Element eine Potenz von x. Dabei sind auch negative
Potenzen erlaubt, denn wir schreiben

= e Vn € N

und z° := e, so dass die Potenzgesetze

xm—&-n — mmxn’ (xm)n = pmn ‘ (2.11)

fiir alle m,n € Z gelten. Ein formaler Beweis dieser Potenzgesetze ist eine gute Ubung in der An-
wendung der Gruppenaxiome und muss per Induktion iiber n und m gefithrt werden. Wir fithren
ihn hier nicht aus, weil er effektiv mit dem Beweis der Potenzgesetze fiir Zahlen {ibereinstimmt.

16



2.2.4 Beispiel. (a) (Z,+) ist eine zyklische Gruppe, die durch 1 erzeugt wird. Denn jedes
Element ist eine “Potenz” von 1, was in diesem Fall bedeutet, dass jedes Element eine
wiederholte Summe von 1 oder —1 ist, da die Verkniipfung die Addition ist.

(b) Betrachte die Untergruppe von GL3(R) der Matrizen der Form

b 1)
GG -6 )

ist diese Gruppe ebenfalls zyklisch mit Erzeuger
11
0 1)
2.2.5 Beispiel. (a) Die multiplikativ invertierbaren Elemente (Z,-)* sind nur {1,—1}, und
diese Gruppe wird offensichtlich durch —1 erzeugt und ist somit zyklisch.

mit n € Z. Da

(b) Noch allgemeiner: Sei G eine beliebige Gruppe mit zwei Elementen. Wir kénnen G = {e, a}
mit a # e schreiben. Dann ist a? = e, also a~! = a. AuRerdem ist klar, dass G durch a
erzeugt wird, also ist G zyklisch.

(c¢) Auf dhnliche Weise ist die Menge der vierten Einheitswurzeln {£1, +i} C C* eine zyklische
Gruppe beziiglich der Multiplikation, da

_ 2 .3
-1 =17 —i =1,
so dass jedes Element eine Potenz von i ist.

In einer zyklischen Gruppe ist die gesamte Gruppenstruktur durch die Potenzgesetze be-
stimmt:

2.2.6 Lemma. Sei G eine zyklische Gruppe mit Erzeuger x. Dann trifft genau eine der beiden
Aussagen zu:

(a) G ist endlich, und mit n = |G| gilt
G={ex,2? . .. 2" '}, (2.12)
und die Multiplikation ist gegeben durch z*-xt = x(F+0) modn fi qlle ko 0 € 7 (Abbildung 4).

(b) G ist unendlich mit
G={ ..,z %2  ea,? ...}

und Multiplikation z* - 2° = *+¢ fiir alle k, ¢ € Z.
Insbesondere ist eine zyklische Gruppe abelsch, da die Addition der Potenzen abelsch ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst:
> Falls 2% = 2 fiir k,¢ € Z mit k # ¢ gilt, dann ist G endlich mit |G| < |k — £].

Dazu sein ohne Beschrinkung der Allgemeinheit k& > ¢, was die Notation leicht vereinfacht. Dann
gilt nach den Potenzgesetzen also 2*~¢ = e. Daraus folgt, dass

xr-{-t(k—l) — xr(xk—l)t — et = 27
fiir alle r € {0,...,k — £ —1} und t € Z. Wenn wir ein beliebiges m € Z also per Division mit
Rest als m =7+ t(k — ¢) mit r € {0,...,k — £ — 1} und ¢ € Z schreiben, dann folgt daraus

M = x7'+t(k—€) — 2"
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Abbildung 4: Gruppenstruktur einer zyklischen Gruppe mit 7 Elementen und Erzeuger z. Die
Multiplikation mit  (von links oder rechts) ist durch die Pfeile dargestellt.

Somit ist jedes Element von G identisch mit einer der Potenzen e = 2% 2%, ... 21 und es

folgt die Behauptung |G| < k — £.

Wir kommen zum Beweis der eigentlichen Aussage. Sei dazu zunéchst G unendlich. Dann ist
zu zeigen, dass die Potenzen z™ alle verschieden sind; die Multiplikationsregel ist dann ja bereits
bekannt (2.11). Sei also 2% = 2 fiir k,¢ € Z doch der Fall mit k # ¢. Dann miisste nach obiger
Hilfsaussage G endlich sein, was einen Widerspruch ergibt. Somit sind alle Potenzen verschieden,
und der Fall |G| = oo ist erledigt.

Sei nun G endlich mit |G| = n. Dann zeigen wir zunichst, dass die Elemente e, z, 2%, ...,z
verschieden sind. Denn wenn 2* = 2 fiir k,¢ € {0,...,n — 1} mit k # ¢ gilt, dann folgt
aus der obigen Hilfsaussage, dass |G| < |k — £] < n ist, was ein Widerspruch ist. Somit sind
e,x,x2,..., 2" ! verschiedene Elemente von G. Und weil G genau n Elemente hat, folgt also
gerade die behauptete Form (2.12). Als nichstes zeigen wir

n—1

Tr = €.

Dies gilt weil 2™ ja mit einem der Elemente e, z,z2,...,2" ! iibereinstimmen muss. Und falls

o™ =z fiir k € {1,...,n — 1} gilt, dann folgt aus der obigen Hilfsaussage, dass |G| <n—k <n
ist, was ein Widerspruch ist. Schluffendlich folgt dann die Multiplikationsregel

l‘k '.’L‘Z _ x(k—&-[) mod n

fiir alle k,¢ € Z aus 2™ = e und den Potenzgesetzen (2.11), weil also Vielfache von n in den
Exponenten weggestrichen werden kénnen. O

Man wird vielleicht feststellen, dass sich alle zyklischen Gruppen mit gleich vielen Elementen
komplett analog verhalten, da sich ja nur die Potenzen addieren. Dies wird durch den Begriff von
Isomorphismus prézisiert, den wir im folgenden definieren.

2.2.7 Definition. Fine Abbildung zwischen zwei Gruppen G und H,
f:G—H,
heifit Gruppenhomomorphismus oder kurz Homomorphismus, falls fiir alle x,y € G gilt
f(zy) = f(2)f(y).

Ein Homomorphismus erhélt per Definition also die Multiplikation. Dass er auch das neutrale
Element sowie inverse Elemente erhélt, folgt daraus bereits:

2.2.8 Lemma. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

(a) fleq) =emn.
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(b) Fiir alle v € G gilt f(z71) = f(x)~ L.

Beweis. (a) Folgt aus

(b)

flea) = flecea) = flea) f(eq)
durch Multiplikation beider Seiten mit f(eg)~! von links (oder rechts).

Fiir jedes x € G gilt
F@)f(z™) = faa™") = fleg) = en.
Somit ist f(z~!) das Inverse von f(z) in H, also f(z=1) = f(z)~%. O

2.2.9 Beispiel. (a) Das Bilden der Signatur ist eine Abbildung

sgn: S, — {1,-1},
welche die Multiplikativitéat

sgn(o o7) =sgn(o) - sgn(r)

erfiillt. Wenn wir {1, —1} als Gruppe beziiglich der Multiplikation betrachten, dann ist sgn
also ein Gruppenhomomorphismus.

Ahnlich ist auch die Determinante eine Abbildung
det : GL,(K) — K*,
welche die Multiplikativitat
det(AB) = det(A) - det(B)

erfiillt. Wenn wir K> als Gruppe beziiglich der Multiplikation betrachten, dann ist det also
ein Gruppenhomomorphismus.

Wir kénnen auch jede Permutation o € S,, durch die Vorschrift

1 falls j =o(i)
A = ’
(Ao {0 sonst

als Matrix A, € GL,(K) darstellen (eine sogenannte Permutationsmatrix). Man rechnet
leicht nach, dass diese Konstruktion als Abbildung S, — GL, (K) ebenfalls die Verkniip-
fung von Permutationen auf das Matrixprodukt abbildet, also ein Gruppenhomomorphis-
mus ist.

Dieser Gruppenhomomorphismus hat die interessante Eigenschaft, dass die Determinante

der Permutationsmatrix gerade die Signatur der Permutation ist. Dies kénnen wir zusam-
menfassen in dem Diagramm

Sp — GL,(K)

SgnJ{ J{det

1,-1} — K*

wobei der untere horizontale Pfeil die Inklusionsabbildung {1,—1} — K* ist. Dieses Dia~
gramm “kommutiert”, womit man meint, dass die beiden méglichen Wege von S,, nach K*
dieselbe Abbildung ergeben. Dies driickt auf abstrakte Weise aus, dass die Determinante
einer Permutationsmatrix gerade die Signatur der entsprechenden Permutation ist.

2.2.10 Beispiel. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann ist die Inklusionsab-
bildung i : H — G, definiert durch i(h) = h fiir alle h € H, ein Gruppenhomomorphismus. Denn
diese Aussage bedeutet gerade, dass wir in H die gleiche Multiplikation wie in G verwenden.
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Abbildung 5: Multiplikationstabellen der Diedergruppe Dg (oben) und der symmetrischen Grup-
pe S3 (unten).

2.2.11 Lemma. Seien f : G — H und g : H — K zwei Gruppenhomomorphismen. Dann ist
auch die Hintereinanderausfihrung

gof :G—K
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Wir schreiben wieder gf als Abkiirzung fiir g o f. Fiir alle z,y € G gilt dann

(9f)(xy) = g(f(zy)) = g(f(x)f(y)) = 9(f(2)) 9(f(y)) = (9f)(x) (9f)(y)-

Somit ist auch gf ein Homomorphismus. O

2.2.12 Satz. Fir einen Gruppenhomomorphismus f : G — H sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) f ist bijektiv.
(b) Es gibt einen Gruppenhomomorphismus g: H — G mit go f =idg und fog=idy.

Beweis. Sei f zunéchst bijektiv. Dann zeigen wir, dass auch ¢ := f~! : H — G ein Homomor-
phismus ist. Fiir alle z,y € H gilt

FUH @) ) = F(FH @) F(FH () = 2y,

weil f ein Homomorphismus ist. Durch Anwenden von f~! auf beiden Seiten ergibt sich die
gewiinschte Gleichung f=1(z)f~1(y) = f~(zy).

Sei umgekehrt f ein Homomorphismus mit inversem Homomorphismus f. Dann ist insbeson-
dere g die Umkehrabbildung von f, und somit bijektiv. (Siehe Beispiel 2.1.12.) O

2.2.13 Definition. (a) Falls die dquivalenten Bedingungen aus Satz 2.2.12 erfillt sind, heifit
f: G — H ein Gruppenisomorphismus, oder kurz Isomorphismus.

(b) Zwei Gruppen G und H heiffen isomorph, falls es einen Isomorphismus f : G — H gibt.

Wie das folgende Beispiel zeigt, unterscheiden sich zwei isomorphe Gruppen im Wesentlichen
nur um die Benennung ihrer Elemente. Was die Gruppenstruktur angeht, sind sie identisch, und
insbesondere haben beide Gruppen genau die gleichen algebraischen Eigenschaften. (Also zB ob
sie abelsch oder zyklisch sind, wie viele Elemente sie haben, usw.)
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Abbildung 6

2.2.14 Beispiel. In Abbildung 5 sind die Multiplikationstabellen der Diedergruppe Dg und der
symmetrischen Gruppe S3 dargestellt. Wie man durch Ablesen der Tabellen iiberpriifen kann,
entsprechen sich diese Multiplikationstabellen genau. Dies bedeutet, dass die Abbildung

e e, r s (123), 2 (132),
s (23),  rse(12), r?s = (13)

ein Isomorphismus ist.

Diesen Isomorphismus kann man durch Abbildung 6 geometrisch verstehen: die Diedergruppe
Dg ist die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks, und die 6 Symmetrien entsprechen
genau den 6 Permutationen der drei Ecken.

Aus Lemma 2.2.6 folgt:
2.2.15 Lemma. Alle zyklischen Gruppen mit derselben Anzahl von Elementen sind isomorph.

Informell sagt man auch, dass es fiir jede natiirliche Zahl n genau eine zyklische Gruppe mit
n Elementen gibt.

Beweis. Falls G und H zyklisch sind mit |G| = |H| und Erzeugern z € G und y € H, dann
definiert die Abbildung

G—H
zk — ok
einen Isomorphismus. O

Wir verwenden Homomorphismen unter anderem, um die Struktur von Gruppen genauer zu
untersuchen. Dazu gehort insbesondere der Begriff des Kerns.

2.2.16 Definition. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f : G — H ist die Menge
ker(f) ={zx € G| f(z) =en}.
Es ist leicht zu sehen, dass diese Menge ker(f) eine Untergruppe von G ist. Denn wegen
fleg) = ey ist e € ker(f). Fir alle z,y € ker(f) gilt auierdem
f(zy) = f(2)f(y) = enen = emn,
also auch zy € ker(f), sowie
Fa™) =f@) =ey =en,
so dass auch 7! € ker(f).

Wie fiir lineare Abbildungen bereits bekannt, ist der Kern eines Gruppenhomomorphismus
ein Maf dafiir, ob der Homomorphismus injektiv ist.
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2.2.17 Lemma. Fin Gruppenhomomorphismus f : G — H ist injektiv genau dann, wenn sein
Kern trivial ist, also ker(f) = {eg}.

Beweis. Falls f injektiv ist, dann gilt insbesondere, dass ey hochstens ein Urbild haben kann.
Da f(eq) = eq gilt, ist also e das einzige Urbild von eg, also ker(f) = {eg}.

Sei umgekehrt ker(f) = {eg}. Fiir z,y € G mit f(x) = f(y) ist dann zu zeigen, dass bereits
x = y gelten muss. Aus der Annahme f(z) = f(y) folgt

flay™) = f@)f() ™ = F@)fy) " = em,
1 _

also 2y~ ! € ker(f). Da der Kern als trivial vorausgesetzt wurde, erhalten wir daraus zy~! = eg,
also x = y. O

Der Kern ist aber nicht irgendeine Untergruppe, sondern von einer besonderen Art.
2.2.18 Definition. FEine Untergruppe N < G heifit normal, falls fir alle x € N und alle a € G
gilt
ara”' € N.

Oft schreibt man diese Bedingung auch als aNa~! C N. Die Multiplikation mit a von links
und mit a~! von rechts heift auch Konjugation mit a.

2.2.19 Beispiel. (a) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H ist ker(f) eine normale
Untergruppe von G. Denn fiir alle € ker(f) und alle a € G gilt

flaza™) = f(a)f(2)f(a™") = fla)en f(a)™" = f(a)f(a)™" = en,
also auch aza™! € ker(f).
(b) Zum Beispiel gilt fiir die Signatur sgn : S,, — {1, —1}, dass
Ay = ker(sgn) = {o € S, | sgn(o) = 1}

eine normale Untergruppe von S, ist. Man nennt sie die alternierende Gruppe. Per
Definition besteht A, aus den geraden Permutationen in S,,.

Die kleinste nichttriviale alternierende Gruppe ist
Ay = f{e.(123),(132)}, (2.13)

eine zyklische Gruppe mit 3 Elementen. A4 besteht aus der Identitét, den “Doppeltranspo-
sitionen” (welche die vier Elemente paarweise vertauschen), sowie den 3-Zyklen,

Ay = {e,
' (12)(34),(13)(24),(14)(23), (2.14)
(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243)}.

Diese Gruppe ist eines der zentralen Beispiele, weil sie klein genug ist, dass man gut rechnen
kann, aber trotzdem schon interessante gruppentheoretische Eigenschaften besitzt.

(c) Ahnlich ist auch der Kern von det : GL,, (K) — K* eine normale Untergruppe von GL,,(K),
némlich die sogenannte spezielle lineare Gruppe

SL,,(K) == ker(det) = {A € GL,(K) | det(A) = 1}.

(d) Falls G abelsch ist, dann ist jede Untergruppe N C G normal, denn dann gilt fiir x € N

und a € G

1

aza ' = aa”?

r=x € N.
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2.2.20 Bemerkung. (a) Falls N C G normal ist, dann gilt nicht nur aNa~! C N fiir alle
a € G, sondern sogar automatisch die Gleichheit

aNa ' =N Va € G.

Denn die Anwendung der Voraussetzung auf a~! liefert a='Na C N, und somit durch
Multiplikation mit @ von links und mit a~' von rechts die noch fehlende Inklusion N C
aNa™1.

(b) Falls G von ay,...,a, erzeugt wird, dann reicht es zur Uberpriifung der Normalitit von
N C @G aus, zu iberpriifen, dass

aiNaflgN A a;lNaigN Vi=1,...,n (2.15)

gelten. Denn aus dieser Bedingung folgt Nz~ C N allgemein, weil sich jedes z € G als
Produkt der Erzeuger a; und ihrer Inversen a; ! schreiben lisst.

2.2.21 Beispiel. (a) Zum Beispiel folgt aus dem Kriterium (2.15), dass
N :={e,r,...,r" '} C Dy,
eine normale Untergruppe von Dy, ist, denn fiir die Erzeuger r und s von Dy, gilt
rrfr~l =k e N, srFs™t =r~% € N.
(b) Andererseits ist fiir n > 3 die Menge
{e,s} C Doy

zwar eine Untergruppe, aber nicht normal, denn

gehort nicht wieder zur Untergruppe.

2.2.22 Bemerkung. In GL,(K) kann man die Konjugation mit einem Element a auch als
Basiswechsel interpretieren. Denn mit a als Basiswechselmatrix ist eine durch b € GL,(K)

dargestellte lineare Abbildung in der neuen Basis durch die Matrix
aba™1

dargestellt. Die Normalitéit einer Untergruppe N C GL, (K) bedeutet also, dass die Untergrup-
pe basisunabhéngig definiert ist: eine lineare Abbildung gehért zu N genau dann, wenn sie in
irgendeiner Basis durch eine Matrix aus N dargestellt wird.

2.2.23 Definition. Fir eine Untergruppe H C G und ein Element x € G ist:
(a) die Linksnebenklasse die Menge

zH ={zy|y e H},

(b) die Rechtsnebenklasse die Menge
Hz={yz|ye H}.
Das bekannteste und wichtigste Beispiel ist dabei wie folgt.
2.2.24 Beispiel. Sei n € Z. Dann bilden die Vielfachen von n, also die Menge
nZ = {nk | k € Z}

eine Untergruppe von (Z, +). Die Nebenklasse eines beliebigen Elements z € Z ist dann gerade
die Menge der ganzen Zahlen, die Rest x bei Division durch n haben:

xr4+nZ={x+nk|keZ}={yeZ|y=xmodn}.

Da Z abelsch ist, stimmt diese Menge auch mit der Rechtsnebenklasse nZ + x iiberein.
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Abbildung 7: Linksnebenklassen (griin) und Rechtsnebenklassen (rot) der Untergruppe H =
{e,(12)} C Ss.

2.2.25 Beispiel. Die Links- und Rechtsnebenklassen von H = {e, (1 2)} C S sind in Abbil-
dung 7 dargestellt. Wie wir in Lemma 2.2.26 sehen werden, bilden beide Arten von Nebenklassen
eine Zerlegung der Gruppe.

Die Menge der Linksnebenklassen einer Untergruppe H C G wird oft mit
G/H ={zH |z € G}

bezeichnet. Zu beachten ist bei dieser Notation, dass falls xH = yH gilt, dann sind diese beiden
Nebenklassen identisch, repréasentieren also das gleiche Element von G/H. Nach dieser Definition
ist G/H also eine Menge von Mengen. Dafiir kann man auch folgende alternative Beschreibung
verwenden: zwei Gruppenelemente x,y € G heiften Aquivalent modulo H falls

r 'y e H. (2.16)
In Anlehnung an den Fall von ganzen Zahlen (Beispiel 2.2.24) schreiben wir dies auch als
=y mod H.

Jetzt bedeutet (2.16) aber gerade, dass 2~ 'yH = H, oder anders geschrieben yH = xH. Somit
sind die Nebenklassen also gerade die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation “=
mod H”. Da eine Aquivalenzrelation auf einer Menge dieser immer in Aquivalenzklassen zerlegt,
folgt daraus unmittelbar das folgende Lemma.

2.2.26 Lemma. Die Linksnebenklassen einer Untergruppe H C G bilden eine Zerlequng von G,
das heif§it sie sind paarweise disjunkt und ihre Vereinigung ist ganz G.

Beweis. Fiir jedes x € G gilt offensichtlich x € *H da e € H, also ist die Vereinigung aller
Linksnebenklassen ganz G.

Nun zur paarweisen Disjunktheit. Es seien also x H und yH zwei beliebige Linksnebenklassen.
Dann ist zu zeigen, dass entweder xH = yH oder xH NyH = () gilt. Falls xH NyH # ( ist, dann
gibt es also ein Element z € G mit z € H und z € yH. Nach (2.16) bedeutet dies, dass

rl2eH und y lzeH.
Damit liegt auch das Element
(7l (y ) =T Ty =Ty
in H, so dass x = y mod H gilt, oder (wie oben bemerkt) 2 H = yH. O

Alle Aussagen fiir Linksnebenklassen gelten analog auch fiir Rechtsnebenklassen, da man ja
nur die Reihenfolge der Multiplikation &ndert, sonst aber durchweg die gleichen Uberlegungen
anstellen kann. Fiir die Menge der Rechtsnebenklassen schreibt man manchmal auch

H\G ={Hz |z € G}.

Diese bilden also ebenfalls eine Zerlegung von G. Siehe Abbildung 7 fiir ein Beispiel dafiir, wie
diese beiden Zerlegungen ausschauen konnen.
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2.2.27 Satz (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann ist
|H| ein Teiler von |G].

Beweis. Alle Linksnebenklassen haben dieselbe Anzahl von Elementen wie H, denn fiir jedes
x € G ist die Multiplikation mit « von links

H— xH
y—xy

eine Bijektion, wobei die inverse Abbildung durch Multiplikation mit z—! von links gegeben ist.
Die Anzahl der Elemente von G ist somit gleich der Anzahl der Linksnebenklassen multipliziert
mit der Anzahl der Elemente von H, also

G| = |G/H]| - H], (2.17)
so dass |H| ein Teiler von |G| ist. O

2.2.28 Satz. Fualls G eine endliche Gruppe und die Anzahl der Elemente |G| eine Primzahl ist,
dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei x ein beliebiges Element von G, das nicht das neutrale Element ist. Dann bilden
die Potenzen z* fiir k € Z eine Untergruppe von G. Nach Satz 2.2.27 ist die Anzahl der Ele-
mente dieser Untergruppe ein Teiler von |G|, was als Primzahl vorausgesetzt ist. Also muss die
Untergruppe entweder 1 oder |G| Elemente haben.

Da z # e, hat die Untergruppe mindestens zwei Elemente, nidmlich e und x. Also muss die
Untergruppe |G| Elemente haben, und somit ganz G sein. Deshalb ist G von z erzeugt, also
zyklisch.” O

Wir kehren zur Betrachtung von normalen Untergruppen zuriick und stellen fest, dass Nor-
malitéit dquivalent als “Linksnebenklasse = Rechtsnebenklasse” formuliert werden kann.

2.2.29 Lemma. Fir eine Untergruppe N C G sind dquivalent:
(a) N ist normal in G.
(b) Fir alle a € G gilt aN = Na.

Beweis. Sei N normal. Dann gilt aNa~! = N fiir alle @ € G nach Bemerkung 2.2.20(a), also
durch Multiplikation mit @ von rechts die Gleichheit aN = Na. Die andere Richtung folgt analog
durch Multiplikation mit ¢! von rechts. O

2.2.30 Definition. Sei N C G eine normale Untergruppe. Die Quotientengruppe G/N st
definiert als die Menge der Nebenklassen

G/N ={zN |z € G}

mit der Verkniipfung
(xN) - (yN) = zyN.

2.2.31 Satz. Das so definierte G/N ist eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass die Verkniipfung {iberhaupt wohldefiniert ist, also dass
sie nicht von der Wahl der Représentanten 2 und y abhingt. Falls N = 2’ N und yN = ¢y’ N
gelten, dann miissen wir also zeigen, dass xyN = z'y'N folgt. Dies sieht man am einfachsten
anhand von Lemma 2.2.29, was ergibt

xyN = 2Ny = 2/ Ny = 2'yN = 2'y/ N,

so dass die Wohldefiniertheit bewiesen ist.

9Wir haben sogar bewiesen, dass G von jedem Element aufier dem neutralen Element erzeugt wird.
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Die Gruppenaxiome gelten, weil sie in G gelten. Insbesondere gilt die Assoziativitéit, weil die
Multiplikation der Nebenklassen der Multiplikation der Représentanten entspricht, fiir welche
die Assoziativitdt nach Voraussetzung gilt. Dass die Nebenklasse eV ein neutrales Element fiir
die Verkniipfung ist folgt aus

(zN) - (eN) =xeN = zN.

Das Inverse von N ist 27! N, denn
(zN) - (z7'N) =22 'N =eN.
Damit sind alle Gruppenaxiome erfiillt. O

2.2.32 Bemerkung. Falls G eine additiv geschriebene abelsche'® Gruppe ist und H C G eine
Untergruppe, dann sind die Nebenklassen von der Form

v+ H={r+y|yc H}.
Zum Beispiel ist fiir n € N die Quotientengruppe Z/nZ die Menge der Restklassen ganzer Zahlen

modulo n mit der Addition als Verkniipfung, also
(x+nZ)+ (y+nZ)=(x+y) +nZ.
Der folgende Satz erklért jetzt, warum die Gruppen Z/nZ wichtig sind: es handelt sich genau

um die endlichen zyklischen Gruppen.

2.2.33 Satz. (a) Jede endliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z/nZ mit n = |G]|.

(b) Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z.

Beweis. (a) Z/nZ ist zyklisch, erzeugt durch die Nebenklasse 1+ nZ, da die Elemente alle von
der Form
k+nZ=(14+nZ)+- -+ (1+nZ)
k mal

fiir £ € N sind. Die Behauptung folgt somit aus Lemma 2.2.6.

(b) Analog zum vorherigen Fall ist Z von 1 erzeugt, und die Behauptung folgt wieder aus
Lemma 2.2.6. O

Weitere Beispiele fiir Quotientengruppen werden wir im folgenden Abschnitt kennenlernen.

2.3 Der erste Isomorphiesatz

Bevor wir zur Gruppentheorie kommen zunéchst eine rein mengentheoretische Beobachtung. Sei
f: X — Y eine Abbildung zwischen Mengen. Dann definiert die Abbildung f eine Aquivalenz-
relation ~ auf X durch
r~z = f(r)=f(2).

Dabei folgen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation (Reflexivitit, Symmetrie, Transitivitit)
unmittelbar aus der Tatsache, dass diese Eigenschaften fiir = gelten.

Wenn X/N die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation bezeichnet, dann gibt
es eine kanonische Abbildung

X —>» X/N
welche jedes Element auf seine Aquivalenzklasse abbildet. Die Notation “—” soll dabei andeuten,
dass diese Abbildung surjektiv ist. Andererseits haben wir auch die kanonische Inklusionsabbil-
dung

im(f) ——Y,

wobei die Notation “—” auf die Injektivitit dieser Abbildung hinweist.!! Diese beiden Abbil-
dungen zusammen liefern eine kanonische Zerlegung von f im folgenden Sinne.

10Wir verwenden additive Schreibweise nur fiir abelsche Gruppen.
11Vgl. das Ende des Pfeils mit dem Teilmengensymbol C.
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2.3.1 Satz. Fiir jede Abbildung f : X — Y gibt es eine eindeutige Abbildung f X/N — im(f),
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

\ / (2.18)

Dieses f ist eine Bijektion.

2.3.2 Beispiel. Vor dem formalen Beweis kann ein Alltagsbeispiel der Veranschaulichung dienen.
Sei dazu X die Menge aller Menschen und Y die Menge der endlichen Folgen von Buchstaben.
Dann gibt es eine Abbildung f : X — Y, welche jeder Person ihren Namen zuordnet. Die
Aquivalenzrelation ~ betrachtet zwei Menschen genau dann als #quivalent, wenn sie denselben
Namen haben. Der Aussage des Satzes ist jetzt also: die Aquivalenzklassen—also die Mengen
von Menschen mit demselben Namen—entsprechen genau den Symbolfolgen, welche als Namen
verwendet werden. Diese Entsprechung ist implementiert durch die Abbildung f, welche jeder
Aquivalenzklasse den Namen zuordnet, den alle Personen in dieser Klasse gemeinsam haben.

Beweis. Zuniichst zur Existenz. Wir definieren f durch f([z]) = f(x), was offensichtlich zu
im(f) gehort. Dies ist wohldefiniert: falls z ~ 2, dann ist nach Definition ja f(z) = f(2'), also

fl=]) = f([']).

Zur Eindeutigkeit sei g : X/N — im(f) eine Abbildung, so dass das Diagramm

f

N S

X im(f)

X Y

kommutiert. Dies bedeutet aber gerade, dass g([z]) = f(z) fiir alle » € X gilt. Somit muss bereits
g = f sein. O

Jetzt ist es relativ einfach, eine entsprechende Aussage fiir Gruppen zu formulieren und zu
beweisen.

2.3.3 Satz. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es einen eindeutigen
Gruppenisomorphismus f : G/ker(f) — im(f), so dass das folgende Diagramm kommutiert:

\ / (2.19)

Insbesondere gilt also

Dcer(f) = m(f)-

Die wesentliche Zusatzaussage von Satz 2.3.3 ist, dass der Isomorphismus explizit angegeben
wird. Man spricht auch vom ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass fiir alle z,y € G gilt

f(@)=fly) <= =z =ymodker(f).

Denn f(z) = f(y) ist dquivalent zu f(z~ly) = ey, also 271y € ker(f), was per Definition von
Kongruenz modulo ker(f) entsprechend (2.16) sich gerade als = y mod ker(f) schreiben lésst.

Somit sind die Nebenklassen z ker(f) also genau die Aquivalenzklassen beziiglich der Relation
aus Satz 2.3.1, und die Diagramme (2.18) und (2.19) enthalten genau die gleichen Abbildungen.
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Die Aussage ist also schon aus Satz 2.3.1 bekannt, abgesehen von der Behauptung, dass f ein
Homomorphismus ist. Dies miissen wir noch nachrechnen.
Dazu seien N und yN zwei beliebige Elemente von G/ ker(f). Dann gilt

F((@N) - (yN)) = fleyN) = f(zy) = f(@)f(y) = f@N)- f(yN),
so dass f tatsdchlich ein Homomorphismus ist. O

Nicht nur ist der Beweis fiir Gruppenfall fast identisch zu dem fiir Mengen; auch die folgenden
Beispiele versteht man am besten mit Beispiel 2.3.2 im Hinterkopf.

2.3.4 Beispiel. (a) Fiir den Homomorphismus sgn : S, — {1,—1} ist der Kern die alter-
nierende Gruppe A, (Beispiel 2.2.19(b)). Die Nebenklassen oA, sind dann genau die
Mengen der geraden bzw. ungeraden Permutationen, wobei der Repréasentant o eine be-
liebige gerade bzw. ungerade Permutation sein kann. Zwei Permutationen werden also als
dquivalent modulo A,, betrachtet, wenn sie dieselbe Paritat haben. Der Isomorphismus
sgn : S,/A, — {1,—1} besagt dann einfach, dass man die Aquivalenzklassen auch einfach
direkt mit 1 bzw. —1 identifizieren kann, und sich die Multiplikation der Aquivalenzklassen
genau wie die Multiplikation von 1 und —1 verhalt.

(b) Ahnliches gilt fiir den Determinanten-Homomorphismus det : GL,, (K) — K*. Der Kern ist
die spezielle lineare Gruppe SL,, (K), und zwei Matrizen A, B € GL,(K) sind genau dann
dquivalent modulo SL,,(K), wenn sie denselben Determinantenwert haben. Die Multiplika-
tion der Aquivalenzklassen entspricht dann der Multiplikation der Determinantenwerte.

(¢) Die euklidische Gruppe E(n) aus Beispiel 2.1.16 enthilt die Abbildungen der Form f(z) =
Az +bmit A € O(n) und b € R™. Wir kénnen die Gruppenelemente also als Paare (A, b)
mit A € O(n) und b € R™ schreiben. Aufgrund von

A'(Az +b)+0 = (A'A)z + (Ab+ 1)
ist in der Schreibweise mit Paaren die Gruppenverkniipfung durch
(A 0) - (A,b) = (AA, Ab+ )

gegeben. Aus dieser Gleichung wird klar, dass die Projektion auf die erste Komponente ein
Homomorphismus
m: E(n) — O(n)
(A,0) — A

ist.'2 Der Kern ker(7) besteht aus den Abbildungen der Form (1,x,,b) mit b € R™, also
den reinen Translationen f(x) =z + b.

Aus Satz 2.3.3 gewinnen wir also die Aussage: die Quotientengruppe E(n)/ker(m) ist iso-
morph zur orthogonalen Gruppe O(n). Eine orthogonale Matrix A € O(n) wird also durch
die Nebenklasse aller euklidischen Bewegungen dargestellt, die dieselbe lineare Komponente
A haben.

Satz 2.3.3 ist der erste von insgesamt drei Isomorphiesétzen, die in der Gruppentheorie eine
zentrale Rolle spielen. Die beiden anderen kénnen aus dem ersten abgeleitet werden. Dies wird
in den Ubungen betrachtet werden.

12Man kann diesen Homomorphismus auch geometrisch interpretieren: betrachtet man den Sternenhimmel und
fiihrt eine euklidische Bewegung durch, so wird der Sternenhimmel rotiert (und/oder gespiegelt). Die Rotation ist
gerade durch die Matrix A beschrieben, weil die Translation b den Sternenhimmel nicht veréandert. Etwas formaler
ausgedriickt: A beschreibt, wie die Bewegung auf sehr weit entfernten Punkten wirkt, wo die Translation einen
vergleichsweisen viel kleineren Effekt hat.
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2.4 Gruppenwirkungen

Achtung: ab hier werden generische Gruppenelemente mit g, h, ... bezeichnet. Dies wére ver-
mutlich von Beginn an besser gewesen

Wir haben die Gruppentheorie durch die Betrachtung von Symmetrien motiviert. Dabei ist
die Symmetriegruppe eines mathematischen Objekts mit Grundmenge X per Definition eine
Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sx, ndmlich die Untergruppe der strukturerhaltenden
Bijektionen. Wenn wir diese Symmetriegruppe aber allein als Gruppe betrachten, dann verlieren
wir alle Information dariiber, wie diese Symmetrien auf der Menge X wirken. Um diese Informa-
tion zu behalten, betrachten hier Gruppen zusammen mit einer Wirkung auf einer Menge. Diese
Theorie der Gruppenwirkungen ist méchtiges Werkzeug auch fiir die abstrakte Gruppentheorie
selbst.

2.4.1 Definition. Fine Gruppenwirkung oder kurz Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge
X ist eine Abbildung
GxX —X

(9.2) — gz
so dass fiir alle g,h € G und alle x € X gilt:

(a) Assoziativgesetz:
g(hz) = (gh)x. (2.20)

(b) Neutrales Element:
er = zx. (2.21)

Wie im ersten Absatz angedeutet, ist diese Definition durch folgende Klasse von Beispielen
motiviert.

2.4.2 Beispiel. (a) Fiir jede Menge X wirkt die symmetrische Gruppe Sx auf X durch

SX XX —X
(0,2) — o(x).

Das Assoziativgesetz nimmt hier die Form

o(r(x)) = (0 o7)(x)

an, was nach Definition der Verkniipfung o in Sx gilt. Das neutrale Element ist die Identitét
idx, welche in der Tat jedes Element auf sich selbst abbildet.

(b) Fiir jede Untergruppe G C Sx ist die Einschrinkung der obigen Wirkung eine Gruppen-
wirkung von G auf X. Jede Symmetriegruppe eines mathematischen Objekts wirkt also
auf der Grundmenge dieses Objekts.

Zum Beispiel hatten wir die euklidische Gruppe F(n) als Symmetriegruppe des euklidischen
Raums R"™ betrachtet (Beispiel 2.1.16). Eine Symmetrie f € E(n) hatte dabei die Form
f(z) = Az + b fiir eine orthogonale Matrix A € O(n) und einen Vektor b € R™. Diese
Symmetriegruppe wirkt also per Definition auf dem R"™, weil ein Element f € E(n) einen
Punkt 2 € R” auf den Punkt f(x) = Az + b abbildet. Die Axiome einer Gruppenwirkung
gelten aus dem gleichen Grund wie in (a).

(¢) Sei weiters
Srli={z e R" | ||z|| =1}
die Einheitssphire im R™. Da die orthogonale Gruppe O(n) aus linearen Abbildungen
besteht, die Lingen erhalten, wirkt O(n) auf S"~! durch Einschrinkung der linearen Ab-
bildungen auf S~ !,
O(n) x S"~ 1 — gn~!
(A, z) —> Ax.
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2.4.3 Lemma. Fir jede Gruppenwirkung G x X — X und jedes g € G ist die Wirkung von g,
welche durch

X —X
T —> gx
gegeben ist, eine Bijektion.
Beweis. Die inverse Abbildung ist
X —X
T — g_lx,

denn fiir alle x € X gilt
97 (gz) = (97 gz =ex =1z,

und

g(g7'x) = (g9 Nz =ex =1 O

Das folgende Lemma liefert eine alternative Beschreibung von Gruppenwirkungen.

2.4.4 Lemma. Aquivalent zu einer Gruppenwirkung im Sinne von Definition 2.4.1 ist die Angabe
eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Sx.

Zum Beispiel wird so klar, dass die Symmetriegruppe eines Objekts G C Sx bereits durch
die Inklusionsabbildung G C Sx auf X wirkt.

Beweis. Gegeben einen solchen Homomorphismus, so kann eine Wirkung durch

g = ¢(g)(x) (2.22)
konstruiert werden. Denn es gelten (2.20) und (2.21) wegen der Homomorphieeigenschaft von ¢,
g(hz) = v(9)(p(h)(2)) = (p(g) 0 p(h))(x) = p(gh)(z) = (gh)z, (2.23)

und
ex = p(e)(zr) =idx(z) = x.
Umgekehrt definiert eine Wirkung G x X — X einen Homomorphismus ¢ : G — Sx durch

v(g)(z) = gz. (2.24)

Dank Lemma 2.4.3 gilt tatséichlich ¢(g) € Sx fiir alle ¢ € G. Die Homomorphieeigenschaft ist
im Prinzip die gleiche Rechnung wie (2.23),

e(gh)(x) = (gh)z = g(hx) = p(g9)(p(h)(x)) = (¢(g) o p(h))(x).

Da dies fiir alle z € X gilt, folgt ¢(gh) = ¢(g)op(h). Schlieklich ist auch ¢(e) = idx wegen (2.21).

Aufserdem lésst sich leicht nachpriifen, dass die beiden Konstruktionen einer Wirkung aus
einem Homomorphismus (2.22) und umgekehrt (2.24) zueinander invers sind. Daher haben wir
tatsdchlich eine Bijektion zwischen Gruppenwirkungen G X X — X und Gruppenhomomorphis-
men G — Sx hergestellt. O

2.4.5 Beispiel. Ein dynamisches System in diskreter Zeit ist eine Menge X zusammen mit
einer Gruppenwirkung von Z auf X, wie in Abbildung 8 beispielhaft illustriert. Dabei stellen
wir uns die Elemente von X als Zustdnde des Systems vor, also zum Beispiel die Positionen der
Himmelskérper im Sonnensystem zu einem bestimmten Zeitpunkt. Die Gruppenwirkung

ZxX —X
(n,z) — nx

beschreibt dann die Entwicklung des Systems iiber die Zeit: der Zustand nx ist der Zustand, in
dem sich das System nach n Zeiteinheiten befindet, wenn es zum Zeitpunkt 0 im Zustand x war.
Die Bedingungen (2.20) und (2.21) entsprechen dabei den intuitiv erwarteten Eigenschaften der
Zeitentwicklung: die Entwicklung um m Zeiteinheiten nach einer Entwicklung um n Zeiteinheiten
entspricht der Entwicklung um m + n Zeiteinheiten, und die Entwicklung um 0 Zeiteinheiten
andert den Zustand nicht.
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Abbildung 8: Ein Beispiel eines dynamischen Systems (Gruppenwirkung von Z auf einer Menge
X). Die Pfeile geben an, wie das Element 1 € Z auf X wirkt. Mit anderen Worten: jeder Pfeil zeigt
an, wie sich der Zustand des Systems in einem Zeitschritt verdndert. Dadurch ist die Wirkung
von beliebigen n € Z auf X eindeutig bestimmt: folge den Pfeilen fiir n Schritte (insbesondere
|n| mal entgegen der Pfeilrichtung fiir n < 0).

2.4.6 Definition. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt. Die Bahn eines Elements
x € X st dann die Menge aller Elemente, die von x durch die Wirkung von G erreicht werden
konnen,

Gz ={gx | g € G}.

Im dynamischen System aus Abbildung 8 gibt es genau drei Bahnen, und diese bilden eine
Zerlegung der Grundmenge X in disjunkte Teilmengen. Dies ist tatsdchlich immer der Fall, wie
das folgende Lemma besagt.

2.4.7 Lemma. Die Bahnen einer Gruppenwirkung G x X — X bilden eine Zerlegung von X in
disjunkte Teilmengen.

Beweis. Zu zeigen sind hierbei zwei Dinge:

> Jedes z € X liegt in mindestens einer Bahn.

Dies ist klar, da ex = x nach (2.21) gilt, also z € Guz.

> Fiir alle 21,25 € X sind die Bahnen entweder identisch oder disjunkt,

Gr1 = Gzy oder GziNGzo = 0.

Betrachten wir also den Fall, dass Gx; N Gxy # (). Dann gibt es y € Gz N Gxa, also
existieren g1, g2 € G mit

Y= 09171 = ga22.
Damit folgt aber bereits Gx1 = Gy, denn alle Punkte die von x; erreicht werden kénnen,

konnen aufgrund von z; = ¢y 1y auch von y erreicht werden, und umgekehrt. Formal
geschrieben haben wir Gg; = G dank der Invertierbarkeit von ¢, also

Gy = Ggrx1 = Gxy.
Nach dem gleichen Argument gilt auch Gy = Gxa, also insgesamt Gxy = Grs. O

Man wird vielleicht feststellen, dass dieser Beweis ganz analog zum Beweis von Lemma 2.2.26
verlauft, wo wir eine Gruppe in Linksnebenklassen beziiglich einer Untergruppe zerlegt haben.
Dies ist kein Zufall, denn Lemma 2.2.26 ist tatsdchlich ein Spezialfall von Lemma 2.4.7, wie das
folgende Beispiel zeigt.

2.4.8 Beispiel. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann wirkt H auf G durch
Multiplikation von links,
HxG—G
(h,g) — hg.
Die Bahnen dieser Wirkung sind dann per Definition gerade die Rechtsnebenklassen Hg fiir

g € G. Somit folgt als Anwendung von Lemma 2.4.7, dass die Rechtsnebenklassen eine Zerlegung
von G bilden.
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Abbildung 9: Bahnen der Wirkung von O(2) auf R?.

Die Formulierung von Lemma 2.2.26 war aber fiir Linksnebenklassen. Bekommen wir diese
auch als Bahnen einer Gruppenwirkung? In der Tat konnen auch die Multiplikation von rechts
verwenden, um eine Wirkung von H auf G zu definieren, miissen dann aber das inverse Element

verwenden:
HxG—G

(h,g) — gh™".

Denn nur so bekommen wir das Assoziativgesetz in der Form (2.20) aus der Assoziativitit der
Gruppenverkniipfung,

(ghy Dhy ' = glhahy) ™.
Mit dieser Definition sind die Bahnen tatséchlich die Linksnebenklassen gH fiir g € G, und
Lemma 2.2.26 erhalten wir als Spezialfall von Lemma 2.4.7.

Weitere Beispiele

2.4.9 Beispiel. (a) GL,(K) wirkt auf K™ durch Matrix-Vektor-Multiplikation. In diesem Fall
gibt es genau zwei Bahnen: den Nullvektor {0} und sein Komplement K™ \ {0}. Denn
der Nullvektor wird nur auf sich selbst abgebildet, wihrend durch geeignete Wahl von
A € GL,,(K) jeder Vektor z € K™\ {0} auf jeden anderen Vektor y € K™\ {0} abgebildet

werden kann.
(b) Wir kénnen die Wirkung von GL,,(R) auf R™ auch auf O(n) einschrénken, also
O(n) x R — R"
(A, z) — Ax.
Die Bahnen in diesem Fall sind die Sphéren
Sph={w eR" [ |lz] =r}

fiir » > 0. Denn einerseits bleiben Léngen durch orthogonale Matrizen erhalten, und an-
dererseits kann durch geeignete Wahl von A € O(n) jeder Vektor x mit ||z|| = r auf jeden
anderen Vektor y mit ||y|| = r abgebildet werden.'® Wieder ist der Ursprung seine eigene
Bahn, namlich S§~* = {0}.

Was kénnen wir dariiber aussagen, wie die Bahnen einer Gruppenwirkung ausschauen kénnen?
Insbesondere, wie viele Elemente hat eine Bahn? Wie wir sehen wird ist dafiir der folgende Begriff
niitzlich.

2.4.10 Definition. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt. Dann ist der Stabilisator
eines Elements x € X die Untergruppe von Elementen, die x fizieren,
Stab(z) == {g € G | gx = z}.

13Dies ist nicht ganz offensichtlich, kann aber mit geeigneten Methoden der linearen Algebra gezeigt werden
(zum Beispiel Gram-Schmidt-Orthogonalisierung).
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Dass der Stabilisator tatséchlich eine Untergruppe ist, ist leicht zu sehen: fiir g, h € Stab(x)
gilt gr = x und hx = z, also auch

(gh)e =g(hr) =gr =2  und g le=g "' (gz) = (g7 'g)r =ex ==,

also auch gh € Stab(x) und g~! € Stab(x). AuRerdem enthilt Stab(x) das neutrale Element e,
da ex = z.

2.4.11 Beispiel. Fiir ein dynamisches System im Sinne von Beispiel 2.4.5 und einen Zustand x
ist Stab(x) die Menge aller Zeitschritte, die den Zustand x unveréndert lassen.

2.4.12 Beispiel. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann wirkt G auf der Menge
der Linksnebenklassen G/H durch
Gx(G/H) — G/H
(9.9H) — ggH.
Dies ist wohldefiniert, weil gH = gH ergibt ¢ggH = ggH. Die Axiome einer Gruppenwirkung
folgen direkt aus den Gruppenaxiomen in G.
Dieses Beispiel ist hier relevant, weil sich der Stabilisator einer Nebenklasse gH leicht bestim-
men lésst:
Stab(gH) ={k € G | k¢gH = gH}
={keG|g 'kgH = H}
={keG|gkgc H}
=gHg™".

Es handelt sich also um eine Untergruppe, die konjugiert zu H ist. Insbesondere gilt
Stab(eH) = H.

Stabilisatoren sind deswegen relevant, weil sie die Elemente einer Bahn gut beschreiben.
Wir werden sehen, dass folgende Aussage nicht nur oberflachlich Ahnlichkeit mit dem ersten
Isomorphiesatz (Satz 2.3.3) hat.

2.4.13 Satz (Bahnstabilisatorsatz). Fir jedes x € X ist die Abbildung

G/Stab(z) — Gz

gStab(z) — gz (225)

eine wohldefinierte Bijektion.

Auch der Beweis entspricht dem des ersten Isomorphiesatzes.

Beweis. Fir die Wohldefiniertheit sei ¢’Stab(x) = gStab(x). Dann gibt es also h € Stab(x) mit
g’ = gh, und somit
gz = (gh)r = g(hx) = gx,
was zu zeigen war.
Die Abbildung ist surjektiv per Definition der Bahn Gx. Es bleibt also noch zu zeigen, dass
die Abbildung injektiv ist. Dazu sei g1, 92 € G mit g1 = gox. Dann folgt

-1
g2 g1¥ =T,

also g5 'g1 € Stab(x) und somit g;Stab(z) = goStab(z). Deshalb ist die Abbildung auch injektiv,
also bijektiv. O
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2.4.14 Bemerkung. Alternativ kdnnten wir Satz 2.4.13 auch folgendermafsen formulieren. Es
gibt eine eindeutige Abbildung G/Stab(z) — Gz, die das Diagramm

g—gx

™~ e

G/Stab(z) ——— Gz

G X

kommutativ macht, und diese Abbildung ist bijektiv. Denn um das Diagramm kommutativ zu
machen, muss die Abbildung G/Stab(z) — Gz genau so definiert werden wie in Satz 2.4.13, also
gStab(x) — gx.

Die Ahnlichkeit von Satz 2.4.13 mit dem ersten Isomorphiesatz ist kein Zufall, wie das folgende
Beispiel zeigt.
2.4.15 Beispiel. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann wirkt G auf H durch

GxH—H
(9, 1) — f(g)h.

Der Stabilisator von ey € H ist dann gerade Stab(ey) = ker(f), und die Bahn von ey ist

Gen ={f(9) | g € G} = im(f).

Auf diese Weise wird der erste Isomorphiesatz (Satz 2.3.3) fast zu einem Spezialfall von Satz 2.4.13.
Ein wesentlicher Unterschied ist, dass der Isomorphiesatz auch besagt, dass G/ker(f) — im(f)
ein Gruppenisomorphismus ist. Im Bahnstabilisatorsatz haben wir aber nur eine Bijektion von
Mengen.!'4

2.4.16 Beispiel. Betrachten wir die Wirkung von S,, auf X = {1,...,n} (Beispiel 2.4.2(a)). Die
Bahn von n € X ist dann offensichtlich die gesamte Menge {1,...,n}, da wir durch Permutation
n auf jedes andere Element abbilden kénnen. Der Stabilisator von n ist die Untergruppe von
Permutationen, die n fixieren. Dies ist aber gerade die Gruppe der Permutationen von {1,...,n—
1}, also Sj—1.

Der Bahnstabilisatorsatz liefert somit eine Bijektion

Sn/Sn_1 — {1,...,n}.
Diese entsteht dadurch, dass wir jeder Linksnebenklasse 05,1 das Bild o(n) zuordnen.

Eine oft gebrauchte Folgerung aus dem Bahnstabilisatorsatz ist die folgende Aussage iiber
die Kardinalitdt von Bahnen.

2.4.17 Satz. Sei G eine endliche Gruppe, welche auf einer endlichen Menge X wirkt, und
R C X eine Teilmenge, die aus jeder Bahn genau einen Reprdsentanten enthdlt. Dann gilt

_ G|
| X| —%wv (2.26)

wobei jeder Term auf der rechten Seite ganzzahlig ist.
Beweis. Fiir jedes x € R gilt nach dem Satz von Lagrange (2.17), dass

G/Stabla)| = gL

und insbesondere ist die rechte Seite ganzzahlig. Die Bijektion (2.25) liefert also

G|

|Gx| = |G /Stab(z)| = Stab(z)]"

14Es gibt aber noch eine stirkere Version des Bahnstabilisatorsatzes, die wir nicht behandeln werden, und die
tatsachlich den Isomorphiesatz voll umfasst.
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Weiterhin zerlegt Lemma 2.4.7 die Menge X in Bahnen. Da wir mit R genau einen Représentanten
pro Bahn gewahlt haben, gilt somit

G
XI= X el = 3 el

TER TER
was zu zeigen war. O
Das folgende Ergebnis dient als beispielhafte Anwendung.

2.4.18 Satz. Sei X eine endliche Menge mit ungerade vielen Elementen und t: X — X eine
Abbildung mit t ot = idx. Dann gibt es mindestens ein xg € X mit t(xg) = xo.

Ein solches x( heifft auch Fixpunkt.
Beweis. Die Abbildung t definiert einen Gruppenhomomorphismus

@ Z/QZ—)SX
0+ 2Z+—idx
1+27Z +—t,

da dieser nach der Voraussetzung t ot = idx wohldefiniert ist.'®> Nach der Korrespondenz von
Lemma 2.4.4 entspricht dies einer Gruppenwirkung von Z/2Z auf X.

Wenn wir jetzt (2.26) auf diese Gruppenwirkung anwenden, dann ist die linke Seite nach
Voraussetzung ungerade. Da G in diesem Fall nur zwei Elemente hat, muss jeder Term auf der
rechten Seite entweder 1 oder 2 sein. Damit die Summe ungerade sein kann, muss also mindestens
ein Term den Wert 1 annehmen. Es muss also 29 € X mit Stab(zp) = G geben. Ein solches x
ist ein Fixpunkt (nach Definition des Stabilisators), also t(zg) = xo. O

2.4.19 Bemerkung. Satz 2.4.18 ldsst sich auch leicht direkt beweisen: nehmen wir an, dass die
Menge X nur Elemente enthilt, die unter ¢ nicht fix bleiben. Da diese immer als Paare (z,t(z))
auftreten, miisste | X| also gerade sein. Dies ist bereits die gewiinschte Aussage in kontrapositiver
Form.

Dies ist aber eigentlich das gleiche Argument wie unser Beweis mit der Gruppenwirkung,
da die Zerlegung von X in Paare und Fixpunkte genau die Bahnenzerlegung ist! Somit ist der
Beweis mit Gruppenwirkungen eigentlich unnétig kompliziert. Mit den Gruppenwirkungen haben
wir aber ein méchtiges Werkzeug, das uns Argumente dieser Form leicht auf andere Situationen
verallgemeinern lasst.

Sogar in der Gruppentheorie selbst finden sich viele Anwendungen von Satz 2.4.18 und seinen
Varianten, wie zum Beispiel folgende Aussage.

2.4.20 Korollar. Sei G eine endliche Gruppe mit gerade vielen Elementen. Dann gibt es g € G
mit

P =e g#e

Beweis. Wir betrachten X = G\ {e} mit ¢ : X — X definiert durch ¢(g) == ¢g~!. Dann gilt
tot=1idx wegen (g~ 1)~! = g fiir alle g € G. O

Auf die gleiche Weise wie Satz 2.4.18 lasst sich auch folgende allgemeinere Aussage zeigen.

2.4.21 Satz. Sei X eine endliche Menge und t : X — X eine Bijektion mit tP = idx fiir eine
Primzahl p. Falls p1|X| gilt, dann hat t mindestens einen Fizpunkt.

15Der einzige nichttriviale Fall der Homomorphieeigenschaft ist hier

O(142Z) 0 p(14+2Z) = tot =idx = ¢(0 + 2Z) = o((1 + 2Z) + (1 + 2Z)).
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Beweis. Die Abbildung ¢ definiert auch hier eine Wirkung der zyklischen Gruppe Z/pZ auf X,

gegeben durch
Z/pZ x X — X

(k + pZ,x) — t*(2).

Die Bahnen haben entweder 1 oder p Elemente (da es nach dem Satz von Lagrange keine anderen
Untergruppen gibt, die als Stabilisatoren in Frage kommen). Falls alle Bahnen p Elemente hétten,
wire | X| durch p teilbar. Da dies nach Voraussetzung nicht der Fall ist, muss es mindestens eine
Bahn mit 1 Element geben, also einen Fixpunkt. [

2.4.22 Satz (Satz von Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit p | |G|.
Dann gibt es ein Element g € G der Ordnung p.

Beweis. Wir betrachten die Menge

X ={(g1,--,9p) €G? | g1+ gp = €}

Die ersten p— 1 Eintrége konnen beliebig gew#hlt werden, und danach ist g, eindeutig bestimmt.
Also gilt |X| = |G|P~, insbesondere p | | X|. Auf X wirkt die zyklische Verschiebung

t(gla"'agp) = (927"'3917791)7

denn aus g - - - gp = e folgt g2 - - - gpg1 = e. Auflerdem gilt t¥ = idx. Die Bahnen dieser Wirkung
haben entweder 1 oder p Elemente. Da p | |X| gilt, ist also auch die Anzahl der Fixpunkte
durch p teilbar. Ein Fixpunkt ist genau ein Tupel (g, ..., g) mit g = e. Da (e, ..., e) ein solcher
Fixpunkt ist, gibt es noch einen weiteren Fixpunkt (g,...,g) mit g # e. Also gilt ¢g? = e und
somit hat g Ordnung p. O

2.5 Auflésbare Gruppen

Auflésbare Gruppen sind eine Klasse von Gruppen, deren Struktur besonders gut durch sukzes-
sive Zerlegungen in einfachere Gruppen beschrieben werden kann. Die Definition selbst ist im
Moment relativ schwer zu motivieren. Wir werden aber in der Kérpertheorie (Abschnitt 5) sehen,
dass die Theorie auflésbare Gruppen bei der Untersuchung von Lésungsformeln fiir polynomiale
Gleichungen sehr niitzlich ist.

2.5.1 Definition. Fine Gruppe G heifit auflosbar , falls es eine endliche Kette von Untergrup-
pen
{e}=GyCGC---CG, =G (2.27)

gibt, so dass G; C G;11 normal ist fir alle i = 0,...,n — 1 und die Faktorgruppen G,11/G;
abelsch sind.

Als triviale Beispiele kann man jede abelsche Gruppe G betrachten, denn dann ist die Defi-
nition mit n = 1 erfiillt durch die Kette {e} C G, weil G/{e} = G abelsch ist.

2.5.2 Beispiel. (a) Die alternierende Gruppe A4 aus (2.14) ist auflésbar. Dazu sei
Vi = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} (2.28)
die Untergruppe, die aus den Doppeltranspositionen besteht. Dann ist
{e} CVaC Ay (2.29)
eine Kette wie in (2.27), denn:

> {e} C V} ist trivialerweise normal, und V,/{e} = Vj ist abelsch;
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> V4 C Ay ist normal, da Doppeltranspositionen unter Konjugation mit einer beliebigen
Permutation wieder auf Doppeltranspositionen abgebildet werden, z.B.

o (12)(34) 0" = (0(1) 7(2)) (o(3) o(4)).

Weiterhin ist A4/Vy eine Gruppe mit

|Ay] 12
A/ V| = — =—=3
|Aa/Val |Va] 4

Elementen, also isomorph zu Z/3Z (Satz 2.2.28) und somit ebenfalls abelsch.

(b) Auch die symmetrische Gruppe S, ist auflésbar. Denn A, C Sy ist normal, und somit
kénnen wir die Kette (2.29) erweitern zu

{e} C V4 C Ay C Sy
Der Quotient S4/A4 = 7Z/27 ist ebenfalls abelsch, also ist Sy auflosbar.
2.5.3 Satz. Die symmetrische Gruppe Sy ist nicht auflosbar fir alle k > 5.

Beweis. Wir zeigen, dass es nur zwei mogliche normale Untergruppen N C Sy mit Sy /N abelsch
gibt, ndmlich N = S; und N = Ay. Falls N von dieser Form ist und o, 7 € Sy beliebig, dann gilt

oro 't~ €N,
denn Sy /N ist abelsch, und somit ist der Kommutator oro~177! trivial im Quotienten Sy/N,
liegt also in IN. Insbesondere bedeutet dies, dass

(123)(145)(123)"' (145" =(241) € N.

Durch andere Wahl der Zahlen kénnen wir sogar schlieften, dass alle 3-Zykel in N liegen. Dann
liegen aber auch alle Doppeltranspositionen in N, denn zB

(12)(34) =(123)(234).

Da sich aber jedes Element von A, als Produkt von gerade vielen Transpositionen schreiben
lisst, 10 folgt schlieflich N O Ajy. Dank des Satzes von Lagrange muss |N| ein Teiler von | S| sein.
Weil Ay aber sogar schon die Halfte der Elemente von Sy enthélt, gibt es nur die Méglichkeiten
N = A, oder N = S,

In einer Kette wie (2.27) konnen wir oBdA annehmen, dass G; # G;41 fiir alle ¢ gilt. Unter
dieser Annahme muss fiir G,, = Si im vorletzten Schritt also G,,_1 = Ay gelten. Welche Mog-
lichkeiten gibt es dann fiir G,,_2? Es muss sich um eine normale Untergruppe N C Ay mit Ay /N
abelsch handeln. Jetzt konnen wir aber wieder genau das gleiche Argument wie oben anwenden
(ersetze nur Sy, durch Ag), um zu folgern, dass N = Ay, die einzige Moglichkeit ist. Da Ay selber
aber nicht abelsch ist, sind wir bei einem Widerspruch angekommen. O

2.5.4 Bemerkung. Es gilt eine noch stirkere Aussage: fiir n > 5 hat A,, sogar iberhaupt keine
nichttrivialen normalen Untergruppen. Der Beweis dieser Aussage ist aber noch komplizierter
und wird hier nicht behandelt.

2.6 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Hier betrachten wir den Spezialfall von endlichen abelschen Gruppen. Dieser ist deswegen in-
teressant, weil endliche abelsche Gruppen eine besonders einfache Struktur besitzen, die wir
vollstandig klassifizieren konnen. Mit Klassifikation ist hierbei gemeint, dass wir alle endlichen
abelschen Gruppen bis auf Isomorphie angeben werden. Wir werden zeigen, dass jede endlich
erzeugte abelsche Gruppe als Produkt zyklischer Gruppen dargestellt werden kann. Betrachte
wir also zunéchst Produkte von Gruppen.

16 Jede Permutation in Sy ist Produkt von Transpositionen, also ist insbesondere jede gerade Permutation
Produkt von gerade vielen Transpositionen. Falls in einer solchen Faktorisierung zwei benachbarte Transpositionen
disjunkt sind, handelt es sich um eine Doppeltransposition; falls sie nicht disjunkt sind, dann ist ihr Produkt gerade
ein 2-Zykel, wie in (1 2)(23) = (12 3).
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-]1 3 5 7 + | (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
111 3 5 7 (0,0) | (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
313 1 7 5 (1,0) | (1,0) (0,0) (1,1) (0,1)
5(5 7 1 3 (0,1) | (0,1) (1,1) (0,0) (1,0)
77T 5 3 1 (1,1) | (1,1) (0,1) (1,0) (0,0)

Abbildung 10: Multiplikationstabellen von (Z/8Z)* und Zs X Zy. Alle Elemente haben Ordnung
2, und die Verkniipfung zweier nicht-neutraler Elemente liefert jeweils das dritte nicht-neutrale
Element. Deshalb sind die beiden Gruppen isomorph. (Und jede Bijektion, welche die neutralen
Elemente aufeinander abbildet, ist ein Isomorphismus.)

2.6.1 Definition. Fir Gruppen Gi,...,G, ist das Produkt die Gruppe G1 X -+ X Gy, de-
ren Elemente Tupel (q1,...,9n) mit g; € G; fir alle i = 1,...,n sind, und die Verkniipfung
komponentenweise definiert ist durch

7gn)'(h1a"'7hn) = (gl'hl,...

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass G; x - - - X GG, tatséchlich ebenfalls eine Gruppe ist, da
die entsprechenden Eigenschaften komponentenweise erfiillt sind.

(.glv'-' agnhn)

2.6.2 Beispiel. Si x Sy ist isomorph zu einer Untergruppe von Ski¢. Denn wir kénnen Sy, als
Permutationen von {1,...,k} auffassen und S, als Permutationen von {k+1,...,k + ¢}. Damit
lasst sich jedes Paar (o,7) € Sp x S¢ als Element von Sy, darstellen, welches die ersten k
Elemente mit o permutiert und die letzten ¢ Elemente mit 7.

2.6.3 Notation. Ab sofort schreiben wir der Kirze halber
Ly =17/n7

fir die additive Gruppe der Restklassen modulo n, und fiir die Restklasse von k € Z auch abkiir-
zend [k] anstatt k 4+ nZ.

Als degenerierte Spezialfille haben wir dann insbesondere Zg = Z und die triviale Gruppe
Zy = {[0]}.

2.6.4 Beispiel. Fiir n € N kénnen wir Z/nZ auch als Monoid beziiglich der Multiplikation be-
trachten. Die Gruppe der invertierbaren Elemente (Z/nZ)* ist dann die Gruppe der Restklassen
modulo n, welche teilerfremd zu n sind. Da die Multiplikation kommutativ ist, ist (Z/nZ)* eine
abelsche Gruppe.

(a) Zum Beispiel gilt
(Z/92)" = {[1], (2], [4], [5], [7], [8]}-

Diese Gruppe ist zyklisch von der Ordnung 6, denn [2] ist ein Erzeuger: modulo 9 gilt

20 =1, 2l =2 , 23 =8, 2t =7, 2% =5,
so dass alle Elemente von (Z/9Z)* als Potenzen von [2] dargestellt werden kénnen.

(b) Betrachten wir stattdessen
(z/8z)" = {[1],13], [5], [7]}-
Ist diese Gruppe zyklisch? Nein, denn alle Elemente haben Ordnung zwei, denn modulo 8
gilt
FZ=52=72=1,
so dass die Gruppe keinen einzelnen Erzeuger hat. Stattdessen gibt es einen Isomorphismus

(Z)8Z)* = Ty X T,

wie an den Multiplikationstabellen zu erkennen ist (Abbildung 10).
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(c¢) Fir groferes n braucht man teilweise auch mehr als zwei Faktoren im Produkt. Zum Beispiel
gibt es einen Isomorphismus

(ZJB0Z)* —> Zy X Ty X L.

Der Beweis dieser Aussage erfordert aber mehr Rechenarbeit und/oder etwas weitergehende
Theorie.

Allgemein ist die Struktur der Gruppen (Z/nZ)* iiberraschend kompliziert. Thre Untersuchung
stellt ein wichtiges Thema der Zahlentheorie dar, mit Anwendungen in der Kryptographie.!”

Die Tatsache, dass (Z/nZ)* immer isomorph zu einem Produkt zyklischer Gruppen ist, ist ein
Spezialfall der Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen, die wir im Folgenden beweisen
werden. Diese Klasse von Beispielen ist sehr instruktiv, weil die Konstruktion eines Isomorphis-
mus zwischen (Z/nZ)* und einem Produkt zyklischer Gruppen alles andere als offensichtlich
ist.

2.6.5 Beispiel. Seien n,m € 7Z teilerfremd. Dann gibt es einen Isomorphismus

0 ¢ Lo — Ly X Lo
9] — ([g]. [9])-

Dabei wird also eine Restklasse modulo nm auf ihre beiden “Reduktionen” modulo n und modulo
m abgebildet. Diese ist wohldefiniert, denn falls ¢ = ¢’ mod nm gilt, dann gilt auch g = ¢’ mod n
und g = ¢’ mod m. Dass es sich um einen Homomorphismus handelt, ist ebenfalls klar,

¢(lg +hl) = (g + 1], g + h]) = (lg] + [2], [g] + [h]) = @([g]) + »([A))-

Weiterhin ist ¢ injektiv, denn der Kern ist trivial: falls eine Zahl g sowohl modulo n als auch
modulo m Rest 0 hat, dann ist sie durch m und n teilbar, also auch durch nm aufgrund der Tei-
lerfremdheit. Schlieflich ist ¢ auch surjektiv, denn da die beiden Gruppen gleich viele Elemente
haben, ist eine injektive Abbildung zwischen ihnen automatisch auch surjektiv (Schubfachprin-

zip).

In einer abelschen Gruppe G kann man ganzzahlige Linearkombinationen betrachten. Das
heiftt fir g1,...,9, € Gund cq,...,c, € Z ist der Ausdruck

n
Zcigz’ =c101+ -+ Cagn
i=1

die additive Schreibweise fiir gi* - - - gS». Man kann sich nun iiberlegen, dass fiir diese Linearkom-
binationen die gleichen Rechenregeln gelten, wie fiir Linearkombinationen in der linearen Algebra
(mit Koeflizienten in Z statt in einem Korper). Der einzige Unterschied ist, dass ein Koeffizient
¢; # 0 meist nicht invertierbar ist. Diese Einschrankung fiihrt zwar dazu, dass die Theorie kom-
plizierter wird als die Theorie der Vektorrdume, aber trotzdem kénnen wir viele Konzepte aus
der linearen Algebra “mutatis mutandis” iibertragen. Informell kénnen wir diese Uberlegungen
also folgendermafen zusammenfassen.

2.6.6 Slogan. Theorie abelscher Gruppen = lineare Algebra tber Z.

Eine Schliisselrolle im Beweis der Klassifikation wird die folgende Aussage spielen. Man kann
sie sich im Rahmen dieser Analogie als eine Form der Gaufs-Elimination fiir ganzzahlige Matrizen
vorstellen.

17Siehe hierzu den RSA-Algorithmus, welcher immer noch einer der am weitesten verbreiteten Public-Key-
Algorithmen ist, und zum Beispiel fiir Zertifikate im Internet und Verschliisselung von E-Mails verwendet wird.
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2.6.7 Satz (Smith-Normalform). Sei A € My, «n(Z) eine ganzzahlige Matriz. Dann gibt es
invertierbare Matrizen S € GLy(Z) und T € GLy(Z) und r € N, so dass v < min(m,n) und

d 0 0 0 - 0
0 dy 0 0 - 0
SAT=|0 0 - d. 0 01, (2.30)
0 0 - 0 0
o 0 --- 0 0 --- 0

wobei die Zahlen dy,...,d, € N die Eigenschaft haben, dass d; | di41 fir allei=1,...,r — 1.

Zu beachten ist hierbei, dass die Diagonalmatrix (2.30) nicht quadratisch sein muss: mit m
Zeilen und n Spalten hat sie eben m — r Nullzeilen unten und n — r Nullspalten rechts.

Beweis. Auch der Beweis erinnert an die Gaufs-Elimination, da wir die Matrizen S und T durch
elementare Zeilen- und Spaltenoperationen konstruieren werden. Dabei sind als Operationen aber
nur folgende erlaubt:

> Vertauschen zweier Zeilen bzw. Spalten,

> Addieren eines ganzzahligen Vielfachen einer Zeile bzw. Spalte zu einer anderen Zeile
bzw. Spalte,

> Multiplizieren einer Zeile bzw. Spalte mit —1.

Das Ausfiihren einer entsprechenden Zeilenoperation entspricht der Multiplikation mit einer ge-
eigneten Matrix aus GL,,(Z) von links, und das Ausfiihren einer Spaltenoperation entspricht der
Multiplikation mit einer geeigneten Matrix aus GL,(Z) von rechts. Wenn wir die gegebene Ma-
trix A also durch solche Operationen in die gewiinschte Diagonalgestalt bringen, dann erhalten
wir die gesuchten Matrizen S und 7" als Produkte der Matrizen, die den einzelnen Operationen
entsprechen. Der folgende Algorithmus ist in Abbildung 11 an einem Beispiel illustriert.

Wir nehmen fiir den Beweis A # 0 an, denn falls A die Nullmatrix ist, dann ist die Aussage
trivialerweise erfiillt. Welche Zahl sollte nun in die linke obere Ecke der Matrix? Dazu stellen
wir fest, dass dy gerade der ggT aller Eintriage der gewiinschten Diagonalgestalt ist. Anhand der
elementaren Operationen kénnen wir aber den ggT aller Eintrage der Matrix nicht verdndern.
Somit muss also d; gerade der ggT aller Matrixeintriage sein,

di =ggT{A;;|1<i<m,1<j<n}
Wir miissen also jetzt folgende Hilfsaussage beweisen:

Durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen kénnen wir A in eine Matriz B
umformen, so dass Biy = di und By = By; =0 fiir alle i,5 > 1.

Der Beweis dieser Aussage ist das Kernstiick des gesamten Beweises. Dafiir fithren wir folgenden
Algorithmus durch, der iterativ ausgehend von B = A die Matrix B manipuliert, bis By = d;
gilt.

1) Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten konnen wir erreichen, dass Bi; der kleinste
Eintrag # 0 ist.!8

2) Angenommen, es gibt einen Eintrag in der ersten Spalte B;; # 0 mit By { B;;. Dann
kann durch Addieren eines Vielfachen der ersten Zeile zur i-ten Zeile erreicht werden, dass
|Bi1| < |Bi1]- In diesem Fall gehen wir zum ersten Schritt zuriick; wir wollen ja erreichen,
dass Bi1; moglichst klein wird.

Da |Bj1| nicht unendlich oft verringert werden kann, muss diese Schleife irgendwann ter-
minieren, also muss irgendwann B1; | B;; gelten.

18Hier und im Folgenden bedeutet “klein” immer “betragsmiRig klein”, also fiir alle 4 und j gilt |B;j| > Bi11
oder B;; = 0.
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3 20 N 2 8 6 2 2 8 6 N 1 -6 -6
2 8 6l~1[3 2 0J~|1 -6 —-6]~1[12 8 6
0 6 6 0 6 6 0 6 6 0 6 6
4) auf Zeilen 18 - 4) auf Spalten 10 0 1) 10 0
s 0 20 18 ~ 0 20 18] ~ |0 6 6
0 6 6 0 6 6 0 20 18
2) 100 1) 100 4) auf Zeilen 100
~ 10 6 6|]~10 2 0 ~ 0 20
0 2 0 0 6 6 0 0 6

Abbildung 11: Beispiel fiir die Berechnung der Smith-Normalform.

3) Analog gehen wir jetzt mit der ersten Zeile vor: falls By; { By1, dann kann durch geeignete
Spaltenoperationen ein kleinerer Eintrag erzeugt werden. Also wird irgendwann Bq1|Bi;
flir alle j gelten.

4) Jetzt konnen wir durch Addieren von geeigneten Vielfachen der ersten Zeile bzw. Spalte

die Form
By 0 -+ 0
0 * - x%
0 * *

erreichen.

5) Angenommen, es gibt jetzt irgendeinen Eintrag B;; mit Bi; { B;;. Dann kénnen wir die i-te
Zeile zur ersten Zeile dazuaddieren, so dass das B;; also auch in der ersten Zeile auftritt,
und zu Schritt 2 zuriickgehen.

Sobald der letzte Schritt nicht mehr aktiviert wird, sind wir also fertig. Die Tatsache, dass |B11]|
bei jedem Zuriickspringen zu einem vorherigen Schritt echt kleiner wird, garantiert, dass dieser
Algorithmus terminiert. Am Ende sind wir also bei dem gewiinschten Ergebnis angelangt: es gilt
Bi1 | By; fiir alle 4, j, und auBerdem ist der Rest der ersten Spalte bzw. Zeile modulo B;; gleich
0.

Somit ist die Hilfsaussage bewiesen. Der Rest ist jetzt eigentlich klar: wir konnen jetzt die erste
Zeile und Spalte vergessen und mit der verbleibenden Untermatrix der Gréke (m—1) x (n—1) neu
beginnen. Da alle Eintrage jetzt Vielfache von d; sind, wird auch der ggT aller dieser Eintrége ein
Vielfaches von d; sein, und so erhalten wir d; | da. O

2.6.8 Bemerkung. Die Smith-Normalform kann auch zum Lésen von linearen Gleichungssyste-
men mit Koeffizienten und Variablen aus Z verwendet werden, genauso wie der Gauf-Algorithmus
fiir Gleichungssysteme iiber Kérpern. Wir werden dies hier aber nicht weiter betrachten.

Wofiir sind Matrizen in unserem Zusammenhang aber tiberhaupt relevant? Der Punkt ist, dass
Matrizen mit ganzzahligen Eintrédgen bestimmte Gruppenhomomorphismen darstellen, dhnlich
wie in der linearen Algebra Matrizen lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen darstellen.
Genauer gesagt definiert jede Matrix A € M,,x,(Z) einen Gruppenhomomorphismus'?

7 — 7™
x — Ax,

19Wie iiblich schreiben wir dabei
" =7 X - X7
N e

n Faktoren

fiir das Produkt der Gruppe Z mit sich selbst.

41



wobei wir jetzt die Elemente von Z™ und Z" jeweils als Spaltenvektoren auffassen, so dass Ax
die iibliche Matrix-Vektor-Multiplikation ist. Wie die folgende Aussage zeigt, bekommt man so
alle Homomorphismen Z™ — Z" auf eindeutige Weise.

2.6.9 Lemma. Fir jeden Homomorphismus v : Z™ — Z™ gibt es eine eindeutige Matriz A €
Myxn(Z), so dass Y(x) = Ax fir alle x € Z™.

Beweis. Fiir gegebenes ¢ suchen wir eine Matrix A, so dass ¢(xz) = Az fir alle z € Z" gilt.

Damit dies der Fall ist, muss es jedenfalls fiir die Standardbasisvektoren eq, ..., e, € Z" gelten,
also
Ay n
W) =Aej=| 1 | =) Ayer
Ap; i=1

Damit ist die Matrix A eindeutig bestimmt durch die Bilder der Standardbasisvektoren. Da 1)
als Gruppenhomomorphismus auch alle ganzzahligen Linearkombinationen erhélt, folgt fir alle
reZm™,

P(x) =1 Zacjej = ijw(ej) = ijAej = Aijej = Az,
j=1 j=1 j=1 j=1

so dass A tatséchlich die gewiinschte Matrix ist. O

Die Homomorphismen Z"™ — 7Z™, welche den Diagonalmatrizen auf der rechten Seite von
(2.30) entsprechen, sind besonders einfach zu beschreiben: man multipliziert einfach die ersten r
Koordinaten mit den Zahlen dq, ..., d, und setzt die restlichen Koordinaten auf 0. Wir bezeichnen
diesen Homomorphismus im Folgenden auch mit

diag(dy,...,d,) : Z™ = Z". (2.31)

Aufierdem entspricht die Matrixmultiplikation, wie auf der linken Seite von (2.30), der Hinter-
einanderausfiihrung von Homomorphismen. Damit kénnen wir Satz 2.6.7 direkt in die folgende
Aussage iibersetzen.

2.6.10 Korollar. Sei ) : Z™ — Z™ ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es r < min(m,n)
und
di [ dy | -+ [ dr € Nso

und Automorphismen o : Z™ — Z™ und B : Z™ — Z™, so dass das Diagramm

Y

zm "
aJ: ZJB
gm diag(di,...,dr) AL

kommutiert.

Denn die Gleichung (2.30) iibersetzt sich dabei in
Borpoa~t =diag(dy,...,d).

Dabei ist 8 der zu S gehorige Homomorphismus ist, welcher nach der Invertierbarkeit von S ein
Automorphismus ist. Analog dazu ist o der zur Matrix T~! gehorige Homomorphismus.

Neben der Smith-Normalform brauchen wir noch eine weitere vorbereitende Aussage. Wir
erinnern dazu an Definition 2.2.1: eine Menge von Gruppenelementen g1, ..., g, € G erzeugt G,
falls sich jedes Element von G durch Anwendung der Gruppenoperationen aus den g; erhalten
lasst. In unserem momentanen Kontext sind diese Operationen + und —, oder dquivalent dazu
ganzzahlige Linearkombinationen. Eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe nennen wir also
endlich erzeugt, falls es endlich viele Elemente g1, ..., g, € G gibt, so dass jedes Element von
G als ganzzahlige Linearkombination dieser Elemente geschrieben werden kann.
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2.6.11 Beispiel. Die abelsche Gruppe (Q, +) ist nicht endlich erzeugt.

Denn angenommen, es gébe g1, ..., g, € Q, die Q erzeugen. Dann sei d € N ein gemeinsamer
Nenner aller g;, also zum Beispiel das kgV der Nenner der ¢g;. Dann ist dg; € Z firallei =1,...,n.
Deshalb ist auch dg € Z fiir alle ¢ € Q, die durch ganzzahlige Linearkombinationen der g;
dargestellt werden kénnen. Da dies nicht fiir alle ¢ € Q gilt, kdnnen die g; also nicht ganz Q
erzeugen.

2.6.12 Lemma. Jede Untergruppe von Z" ist endlich erzeugt.

Beweis. Wir zeigen per Induktion iiber n, dass jede Untergruppe von Z™ durch maximal n
Elemente erzeugt werden kann.

Der Induktionsanfang n = 1 ist die Aussage, dass jede Untergruppe von Z zyklisch ist. Fiir
eine gegebene Untergruppe H C Z zeigen wir dies folgendermafsen. Sei i € H die kleinste positive
Zahl, welche zu H gehort.?° Dann behaupten wir, dass H = hZ gilt. Denn einerseits ist hZ C H
klar. Falls es andererseits ein k € H gibt, welches kein Vielfaches von h ist, dann wiirden wir per
Division mit Rest

k=qh+r

ein r € H bekommen, fiir welches im Widerspruch zur Minimalitdt von h die Ungleichungen
0 < r < h gelten. Also ist jedes Element von H ein Vielfaches von h, oder

H = hZ. (2.32)

Somit ist H von h erzeugt und der Induktionsanfang bewiesen.
Fiir den Induktionsschritt sei jetzt n > 1 und H C Z™ eine Untergruppe. Dann betrachten
wir, was die moglichen Werte fiir die letzte Koordinate sind,

R={reZ|3ge H:g,=r}

Dann ist R C Z eine Untergruppe, welche man auch als das Bild von H unter dem Homomorphis-

mus verstehen kann, welcher auf die letzte Koordinate projiziert. Nach dem Induktionsanfang

gilt R = dZ fiir ein d € N. Nach Definition von R gibt es also ein Element b € H mit b,, = d.
Weiterhin betrachten wir

K = {(gl7~'~7gn—1) € anl ‘ (917"'7.9%—170) € H}

Dann ist K eine Untergruppe von Z"~!, und nach Induktionsvoraussetzung ist diese von héchs-
tens n — 1 vielen Elementen erzeugt.
Zum Beweis der Aussage reicht es jetzt also aus zu zeigen, dass sich jedes h € H in der Form

h=qgb+ (k,0)

schreiben lasst fiir geeignete ¢ € Z und k € K. Dies ist aber in der Tat der Fall: die letzte
Koordinate h,, ist ein Element von R = dZ, also gibt es ein ¢ € Z mit h,, = qd. Dann hat

h —qb
die letzte Koordinate 0 und deshalb die Form (k,0) fiir ein & € K. Insgesamt ist H also erzeugt
von b zusammen mit einem beliebigen (n — 1)-elementigen Erzeugendensystem von K. O
2.6.13 Beispiel. Als Beispiel dazu betrachten wir die Menge
H = {(z,y) € Z* | * — 2y = 0 mod 5},

welche in Abbildung 12 dargestellt ist. Man sieht leicht, dass es sich um eine Untergruppe von
Z2 handelt, zum Beispiel weil sie der Kern des Homomorphismus

0 12— 7s
(z,y) — [z — 2y]

20Falls H gar keine positive Zahl enth#lt, dann gilt natiirlich H = {0}, wofiir die Behauptung trivialerweise
stimmt. Daher kénnen wir annehmen, dass H eine positive Zahl enthalt.
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Abbildung 12: Die Untergruppe H aus Beispiel 2.6.13 als Gitterpunkte in der Ebene.

ist.
Die Projektion von H auf die letzte Koordinate ist dann die Gruppe

R={yeZ|3xe€Z: (z,y) e H} =Z.

Also koénnen wir als ersten Erzeuger von H ein beliebiges Element mit zweiter Koordinate +1
wihlen. Fixieren wir zum Beispiel h = (2, 1). Weiterhin ist
K={reZ]|(x,0) € H}
={zr €Z|z=0mod 5}
= 5Z.

Der Beweis von Lemma 2.6.12 liefert somit, dass H von den beiden Elementen
(2,1) und (5,0)
erzeugt ist.

Fiir eine Untergruppe von Z? wiirden wir entsprechend den Prozess noch einmal wiederholen,
indem wir die gleiche Betrachtung fiir die Untergruppe K C Z? durchfiihren, und so weiter. Ins-
gesamt kann der Beweis von Lemma 2.6.12 also auch als rekursiver Algorithmus zur Konstruktion
eines endlichen Erzeugendensystems fiir eine Untergruppe von Z™ verstanden werden.

Jetzt sind wir in der Lage, die Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen zu beweisen.

2.6.14 Satz. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt der Form

Zay X+ X Lq, X L7, (2.33)

1

wobei r,s € N und dy,...,d, € N mitd;|d;11 und d; > 2 fiir allei =1,...,7—1. Die natirlichen
Zahlen r, s und dy, . ..,d, sind dabei eindeutig.

Beweis. Da die Eindeutigkeitssaussage in den Ubungen behandelt wird, beschriinken wir uns
hier auf den Existenzbeweis.
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Sei G durch g1, ..., g, erzeugt. Ein solches Erzeugendensystem definiert einen Homomor-
phismus
p 2" —G
m
2.34
(617"'7cm)'—>zcigia ( )
i=1
wobei die Erzeuger in G gerade den Bildern der Standardbasisvektoren von Z™ entsprechen.
Nach Voraussetzung ist dieser Homomorphismus surjektiv. Der erste Isomorphiesatz (Satz 2.3.3)

liefert uns dann
G 2 Z™/ ker(yp).

Nach Lemma 2.6.12 ist die Untergruppe ker(¢) C Z™ endlich erzeugt, mit einem Erzeugenden-
system hi,...,h, € ker(¢). Ganz dhnlich wie in (2.34) definiert dieses Erzeugendensystem einen
Homomorphismus

It —T™

(Cl, - ,Cn) — Zcihi,
i=1
dessen Bild durch im(v) = ker(y) gegeben ist. Es gilt also
G = 7™ /im(y).

Betrachten wir zunéchst der Einfachheit halber den Fall ¢ = diag(dy,...,d,) fiir gewisse
dy,...,d, € Nmit d; | diy;. Dann besteht das Bild im(v¢) aus genau den Vektoren (cy,...,¢n) €
Z™ fiir die

dile; Vi=1,...,r und ¢ =0 Vi=r+1,...,m
gilt. Dadurch besteht das Bilden des Quotienten Z™ /im(v) darin, die ersten r Koordinaten

jeweils modulo dy, ..., d, zu betrachten. Dies ist dann aber genau die gewiinschte Gruppe (2.33)
mit s = m — r. Formal ausgedriickt: die Abbildung

2" )im() — Lg, X - X Lg, X 2™
(c1y.yem) +im(y) — ([e1], -y [er], Crgty ooy Cm)

ist ein Isomorphismus, dessen Inverse einfach durch

(Iealy -« s ler]s Craty oo oy em) ¥ (Cly e ooy Cry Crg1y - o vy C) + 1IM(W)

gegeben ist. Man iiberpriift leicht, dass diese Abbildungen wohldefiniert sind und zueinander in-
vers. Sie sind Homomorphismen, weil die Verkniipfung in beiden Gruppen die komponentenweise
Addition ist.

Fiir den allgemeinen Fall wenden wir jetzt Korollar 2.6.10 an, wodurch wir das Problem auf
den vorherigen bereits behandelten Fall zuriickfithren kénnen. Im wesentlichen besagt Korol-
lar 2.6.10 namlich, dass jedes ¥ durch einen Basiswechsel in Z™ und Z" in eine Diagonalform
iiberfiihrt werden kann.?! Die Anwendung von Korollar 2.6.10 liefert ein kommutatives Diagramm

¥

zm Zr Zm fim(v)
a% u[/a o ¥ (2.35)
s G Ny Zm fim(diag(dy, - . ., d))

wobei die — Pfeile die Homomorphismen sind, die jedem Element seine Nebenklasse zuordnen.
Den gestrichelten Isomorphismus v konstruieren wir jetzt. Dessen Existenz ist ein Spezialfall
einer allgemeineren Aussage: sei K eine Gruppe mit einem Automorphismus 8 : G — G und

21Djes soll hier keine prizise Aussage sein, weil wir gar keinen Begriff von Basis fiir abelsche Gruppen eingefiihrt
haben, sondern nur eine informelle Erklarung der Idee hinter dem Beweis.
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einer normalen Untergruppe N C G. Dann ist auch S(N) C G normal, und es gibt einen
Isomorphismus von Quotientengruppen

G/N = G/B(N).
Denn in der Tat ist
v : G/N — G/B(N)
gN — B(g)B(N)

solch ein Isomorphismus, wie man leicht Gberpriift. Mit G = Z™ und N = im(¢) erhalten wir so
den gesuchten Isomorphismus v in (2.35), weil

B(im(y)) = im(diag(ds, .. .,d,)),

da beide Inklusionen C und D wegen der Kommutativitdt des linken Quadrats in (2.35) und der
Bijektivitat von 8 gelten. Somit ist durch die Smith-Normalform die allgemeine Aussage auf den
bereits behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt, und der Beweis ist abgeschlossen. O

2.6.15 Beispiel. Als beispielhafte Anwendung betrachten wir, wie viele abelsche Gruppen mit
360 Elementen es bis auf Isomorphie gibt. In einer Darstellung der Form (2.33) muss dann s = 0
gelten, da sonst die Gruppe unendlich viele Elemente hétte, und

[[d: =360=2%3"5.
=1

Somit entsprechen die Isomorphieklassen genau den Zerlegungen von 2332 -5 in Faktoren d; > 2
mit d; | di+1. Davon gibt es genau folgende:

360
2| 180
3120
660
2(2190
26 | 30.

Dass es keine weiteren Moglichkeiten gibt, sieht man daran, dass wegen d; | d; 11 fiir jeden Prim-
faktor in d; der gleiche Primfaktor in d;; mit mindestens dem gleichen Exponenten auftreten
muss. Somit gibt es genau sechs Isomorphieklassen von abelschen Gruppen mit 360 Elementen,
namlich die Isomorphieklassen von

Z360, Zy x Zgo, 23 X Zi120, Zg X Lo, Ly X Ly X ZLgo, Zo x e % ZL3o. (2.36)

Eine analoge Betrachtung kann man fiir jede andere Zahl k € N durchfithren, um die Isomor-
phieklassen abelscher Gruppen mit £ Elementen alle anzugeben.
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3 Ordnungstheorie

Die Ordnungstheorie beschéftigt sich mit der Untersuchung von Mengen, auf denen eine Ord-
nungsrelation < definiert ist. Sie tritt sowohl in der reinen als auch in der angewandten Ma-
thematik auf vielfache Weise auf. Ein Grundverstdndnis der Ordnungstheorie ist daher fiir fast
jede Art von mathematischer Arbeit niitzlich. Dies gilt insbesondere fiir alle drei Bereiche der
Algebra, die wir in diesem Skript behandeln.

3.1 Prageordnete Mengen

Wir beginnen mit der grundlegenden Definition.

3.1.1 Definition. FEine Prdordnung auf einer Menge M ist eine bindre Relation < C M x M,
die folgende FEigenschaften erfullt:

(a) Reflexivitit: fir alle x € M gilt

(b) Transitivitdt: fir alle x,y,z € M gilt
<y Ny<z = x<z
Dabei schreiben wir x < y als Abkiirzung fir (x,y) € <. Fine Menge M, auf der eine Prdordnung
definiert ist, heifst prdgeordnete Menge.
3.1.2 Beispiel. Die folgenden Relationen definieren prageordnete Mengen:
(a) Die normale kleiner-gleich-Relation < auf den bekannten Zahlensystemen N, Z, Q und R.
(b) Die Inklusionsrelation C auf der Potenzmenge 24 einer Menge A.

(c) Ahnlich: die Inklusionsrelation C auf der Menge aller Untergruppen einer Gruppe G, oder
auf der Menge der offenen Mengen eines topologischen Raums.

(d) Die Teilbarkeitsrelation z | y in der Zahlentheorie, z.B. auf Z.

In allen Féllen entsprechen die Reflexivitéit und Transitivitédt der Relation bekannten Eigenschaf-
ten. Aulerdem gibt es auf jeder Menge M auch noch zwei triviale Praordnungen:

(e) = <y fiir alle x,y € M.
(f) « <y genau dann, wenn x = y.

Die folgenden Beispiele stammen aus angewandten Bereichen, und wir belassen es hier bei einer
eher informellen Beschreibung.

(g) Priferenzordnung in der Entscheidungs- und Spieltheorie: auf Mengen der Art
M = {Auto, Fahrrad, Einfamilienhaus, 1 Mio €}

schreiben wir z <p y, falls Person P das Objekt y gegeniiber = bevorzugt oder beide gleich
gut findet. Die Praferenzen jeder Person P sind somit als Praordnung <p auf M modelliert.

(h) Kausalitétsrelation in der Physik: auf der Menge aller Ereignisse im Universum schreiben
wir x <y, falls z kausal y beeinflussen kann.

(i) Reduktion in der Informatik: M ist eine Menge von algorithmischen Problemen, und wir
schreiben x < y, falls Problem z effizient auf Problem y reduziert werden kann (so dass y
also mindestens so schwer ist wie z).

Allen diesen Beispielen ist gemeinsam, dass die Reflexivitéat und Transitivitdt der Relation intuitiv
klar sind.
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3.1.3 Bemerkung. (a) Wie fiir die bekannten Praordnungen auf Zahlensystemen schreiben
wir allgemein auch
r>y <= y<uzx

(b) Falls < eine Préordnung auf M ist, so ist auch die
<y = x>y

eine Prédordnung auf M, die sogenannte umgekehrte Priordnung.

Oft lassen wir die Prédordnung implizit und sprechen von M selbst als prageordneter Menge.
In diesem Fall schreiben wir
M°P

flir die prageordnete Menge mit der umgekehrten Priaordnung.

Falls fiir Elemente x und y einer prigeordneten Menge sowohl z < y als auch = > y gilt,
so sind diese Elemente gewissermafen “auf gleicher Stufe” und aus Sicht der Praordnung nicht
unterscheidbar. Es lohnt sich, dies an den Féllen aus Beispiel 3.1.2 durchzudenken. Allgemein
wird dies durch folgende Aussage erfasst.

3.1.4 Lemma. Sei (M, <) eine prigeordnete Menge.
(a) Die Relation ~ auf M, definiert durch
=y (z<y A y<ux),
ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Es gilt
r<y, o~z Y~y = 2 <y. (3.1)

Beweis. (a) Die Reflexivitit x ~ x gilt aufgrund der Reflexivitit < z. Fiir die Symmetrie sei
x ~y, also z <y und y < z. Aufgrund genau dieser Ungleichungen gilt dann auch y ~ x.

Fiir die Transitivitit sei z ~ y und y ~ z, also
rsy, ysw, y<z =23y

Die erste und dritte Ungleichung zusammen mit der Transitivitdt der Praordnung ergeben
x < z, und analog mit der zweiten und vierten z < x, also auch x ~ z.

(b) Nach Voraussetzung haben wir insbesondere
¥ <x<y<y.
Also folgt 2’ < 3’ aus zwei Anwendungen der Transitivitit. O
3.1.5 Beispiel. (a) In Z als prigeordneter Menge mit der Teilbarkeitsrelation | gilt
n~m <= n=d=m,

denn zwei ganze Zahlen teilen einander genau dann, wenn sie bis auf Vorzeichen iiberein-
stimmen.

(b) Fiir Mengen A und B schreiben wir A < B, falls es eine injektive Abbildung A < B gibt.
Damit ist < eine Prédordnung auf der Klasse aller Mengen. Fiir zwei Mengen A und B
gilt dann A ~ B also genau dann, wenn man jede der beiden Mengen in die jeweils andere
einbetten kann. Der Satz von Cantor—Schréder—Bernstein aus der Mengenlehre besagt, dass
dies genau dann der Fall ist, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

3.1.6 Definition. FEine teilgeordnete Menge ist eine prigeordnete Menge (M, <), fir die
zusdtzlich die Antisymmetrie gilt:

r<yANy<zx = xT=y.
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Abbildung 13: Das Hasse-Diagramm der positiven Teiler von 12 beziiglich der Teilbarkeitsrelati-
on.

Mit anderen Worten: eine teilgeordnete Menge ist eine prigeordnete Menge, bei der die Aqui-
valenzrelation ~ mit = iibereinstimmt. Falls (M, <) eine beliebige prigeordnete Menge ist, dann
ist die Menge der Aquivalenzklassen M/~ mit der Relation

[z]<ly] = z<y
eine teilgeordnete Menge. Dabei ist die Wohldefiniertheit der Relation durch (3.1) gewéhrleistet.
3.1.7 Beispiel. Alle priageordneten Mengen aus Beispiel 3.1.2(a)—(c) sind bereits teilgeordnet.

3.1.8 Bemerkung. In der mathematischen Praxis ist die Unterscheidung zwischen prageordne-
ten und teilgeordneten Mengen meist irrelevant. Der Grund ist, dass man zwei Elemente x ~ y in
einer prageordneten Menge in der Regel als austauschbar betrachtet, und somit kann man gleich
= anstatt ~ schreiben, was auf die Bildung des Quotienten M/~ hinauslduft. Beispiel 3.1.5 illus-
triert dies gut: wenn wir die ganzen Zahlen mit der Teilbarkeitsrelation betrachten, dann ist es
egal, ob wir mit 2 oder —2 arbeiten, da dies beziiglich der Teilbarkeit keinen Unterschied macht.

Eine endliche teilgeordnete Menge lésst sich gut durch ein sogenanntes Hasse-Diagramm
darstellen. Dabei werden die Elemente der Menge als Knoten eines Graphen gezeichnet, und
es wird eine Kante von x nach y gezogen, falls z < y gilt und es kein z mit z < z < y gibt.
In Abbildung 13 ist beispielhaft das Hasse-Diagramm der positiven Teiler von 12 beziiglich der
Teilbarkeitsrelation dargestellt.

So wie man fiir Gruppen die Gruppenhomomorphismen als strukturerhaltende Abbildungen
betrachtet, so gibt es auch fiir priageordnete Mengen eine passende Definition von strukturerhal-
tender Abbildung.

3.1.9 Definition. Seien M und N prageordnete Mengen. Eine Abbildung f: M — N heif$t dann
monoton, wenn fir alle x,y € M gilt:

r<y = [f(@)<[fy)

3.1.10 Beispiel. (a) Wie aus der Analysis bekannt ist eine differenzierbare Abbildung f: R —
R genau dann monoton, falls f'(x) > 0 fiir alle x € R gilt.

(b) Fir eine Abbildung f: X — Y zwischen Mengen und jede Teilmenge A C X ist ihr Bild
eine Teilmenge f(A) C Y eine Teilmenge, und es gilt offensichtlich

ACA = f(A)CfA).
Damit ist die Abbildung
2% — oY

A— f(A)
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monoton beziiglich der Inklusionsrelationen auf den Potenzmengen 2% und 2V.

Andererseits kann man auch das Urbild f~!(B) C X einer Teilmenge B C Y betrachten.
Dies definiert eine monotone Abbildung in die umgekehrte Richtung,

2¥ — 2%
B+ f~Y(B).
Im néchsten Unterabschnitt werden wir sehen, was diese beiden Abbildungen miteinander
zu tun haben.
3.2 Galois-Zusammenhinge

Der folgende Begriff kommt in vielen Anwendungen der Ordnungstheorie vor. Der Einfachheit
halber betrachten wir ihn nur fiir teilgeordnete Mengen.??

3.2.1 Definition. Seien M und N teilgeordnete Mengen. Fin Galois-Zusammenhang zwi-
schen M und N ist dann ein Paar von Abbildungen

f
M~ N (3.2)
—
g
so dass fiir alle x € M undy € N gilt:
fl@) <y <= z<g(). (3-3)

In diesem Fall heif$t f linksadjungiert zu g, und g heiffit rechtsadjungiert zu f.

3.2.2 Beispiel. (a) Betrachten wir Z und R als teilgeordnete Mengen mit der {iblichen Ord-
nung. Dann bilden die Inklusion Z < R und die Abrundungsfunktion

|']:R—7Z

4
rr—max{n € Z | n <z} (34)

einen Galois-Zusammenhang

z" TR
X _—
L]

In der Tat gilt fiir alle n € Z und z € R, dass
n<z <= n<]|z],

denn eine ganze Zahl n ist eine untere Schranke fiir eine reelle Zahl x genau dann, wenn
sie eine untere Schranke fiir die abgerundete Zahl [z | ist.

In diesem Beispiel ist also die Inklusionsabbildung linksadjungiert zur Abrundungsfunktion.
Die Inklusionsabbildung ist aber auch rechtsadjungiert zur Aufrundungsfunktion [-]: R —
Z, denn analog gilt fiir alle n € Z und z € R, dass

r<n <= [z]<n.
Wir bekommen so also den Galois-Zusammenhang

B
R~ 7z
S

22Fiir prageordnete Mengen kénnte man alles analog entwickeln, indem man iiberall = durch ~ ersetzt. Bei der
FEindeutigkeitssaussage von Korollar 3.2.5 muss man dann aber aufpassen, weil die Abbildungen dann nur bis auf
~ eindeutig sind.
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(b) Sei 28" die Menge aller Teilmengen des R™ und C(R") die Menge der topologisch abge-
schlossenen Teilmengen. Fiir A € 28" und B € C(R™) gilt dann

ACB <+« ACB, (3.5)

wobei A den Abschluss von A bezeichnet. Daher ist die Inklusionsabbildung C(R") « 28"
rechtsadjungiert zum Abschlussoperator (-): 28" — C(R™), und wir haben einen Galois-
Zusammenhang

0
n /N
9R VC(R”)

Diese Tatsache wird, in der Form (3.5), sehr hiufig in der Analysis verwendet.

(c) Sei G eine Gruppe, 2¢ die Menge aller Teilmengen von G und Sub(G) die Menge aller
Untergruppen von G. Fiir A € 2¢ und H € Sub(G) gilt dann

ACH << (A)CH,

wobei (A) die von A erzeugte Untergruppe bezeichnet, also wie nach Definition 2.2.1 die
Untergruppe, welche aus allen endlichen Produkten von Elementen aus A und deren Inver-
sen besteht. Dies sieht man leicht daran, dass wenn H eine Untergruppe ist und A C H gilt,
dann muss H auch alle solche Produkte enthalten. Also ist &hnlich wie bei (3.5) die Inklu-
sionsabbildung Sub(G) < 2% rechtsadjungiert zum Erzeugeroperator (-): 2¢ — Sub(G),
und wir haben einen Galois-Zusammenhang

)
T
oG Sub(@)
~__

(d) Sei R := RU {oo} die Menge der “erweiterten” reellen Zahlen. Dann schreiben wir R fiir
die Menge der Folgen erweiterter reeller Zahlen mit der komponentenweisen Ordnung, also

(Zn)nen < (Yn)nen <= zp, <y, YVneN

Wir betrachten R als die Untermenge der konstanten Folgen. Dann ist die Inklusionsabbil-
dung R < RN rechtsadjungiert zur Abbildung, welche das Supremum bildet,??

sup : R — R

(xn)nGN ——> Sup Inp,.
n

Denn fiir alle 7 € R und (z,,)nen € R gilt

supx, <r <= z,<r VneN, (3.6)

n

was dquivalent zur Definition des Supremums als kleinste obere Schranke ist. Dies wird
unten anhand von Satz 3.2.4 noch klarer werden. Wir haben also den Galois-Zusammenhang

sup
@N T
__

r—=(r,r,...)

R

In diesen Beispielen war jeweils eine der Abbildungen eine Inklusion. Dies ist zwar h&ufig der
Fall, illustriert aber noch nicht die volle Allgemeinheit des Begriffs. Daher kommen wir jetzt zu
Beispielen, bei denen beide Abbildungen nichttrivial sind.

23Hier erkldrt sich, warum wir oo zu den reellen Zahlen hinzugefiigt haben: das Supremum einer Folge reeller
Zahlen kann oo sein.
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3.2.3 Beispiel. (a) Sei X eine beliebige Menge und S C X eine Teilmenge. Dann gilt fiir alle
A, B C X, dass
ANSCB «— ACBU(X\JS),

weil beide Seiten dquivalent zu der Aussage sind, dass jedes Element von A auch in B oder
nicht in S liegt. Wir haben also einen Galois-Zusammenhang

A— ANS
2X - 2X
< —

B~ BU(X\S)

(b) Fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen Mengen bilden die zugehorigen Abbildungen aus
Beispiel 3.1.10(b) einen Galois-Zusammenhang

fs
2X T 2Y
F—

Iz
Dabei schreiben wir f, fiir das Abbildung, welche das Bild einer Teilmenge nimmt, und
entsprechend f* fiir die Abbildung, welche Urbilder nimmt. Dann gilt fiir alle A C X und
B CY, dass

f«x(A)C B <« AC f*(B).

Denn beide Seiten sind dquivalent zu f(z) € B Vx € A.
3.2.4 Satz. Fir jeden Galois-Zusammenhang gelten:
(a) Die Abbildungen f und g sind monoton.
(b) Fir alle x € M gilt

f(z)=min{y e N[z <g(y)}. (3.7)
und fiir alle y € N gilt

9(y) = max {z € M | f(z) < y}. (3.8)

(c) Es gelten
g(f(x)) >z  VreM, (3.9)
flay) <y VyeN. (3.10)

(d) Es gelten
fogof=f, gofog=gy. (3.11)

Hierbei bedeutet (3.7), dass das Element f(x) € N das kleinste Element in der auf der rechten
Seite angegebenen Menge ist. Diese Aussage lasst sich in zwei Teilaussagen zerlegen:

> f(z) gehort zur Menge, also z < g(f(x)).
> f(z) ist eine untere Schranke der Menge, also fir jedes y € N mit = < g(y) gilt f(z) <y.

Analog besagt (3.8), dass g(y) das grofte Element in der auf der rechten Seite angegebenen
Menge ist. Besonders intuitiv ist dies in Beispiel 3.2.2(a): |x] ist die grofite ganze Zahl < z, und
[x] ist die kleinste ganze Zahl > x. Weiterhin lohnt es sich aber auch, diese Eigenschaften in
den anderen Beispielen durchzudenken. So wird zum Beispiel aus (3.6) direkt die Definition des
Supremums einer Folge als kleinste obere Schranke der Folge.

Beweis. Wir zeigen die Aussagen in einer anderen Reihenfolge als angegeben, was sich als etwas
einfacher erweist.

52



(¢) Fiir alle z € M gilt f(z) < f(x), also

z < g(f(x))

da nach Voraussetzung g rechtsadjungiert zu f ist. Analog folgt f(g(y)) < y fiir alle y € N
aus g(y) < g(y).

(b) Wir beweisen die oben angegebenen Teilaussagen fir (3.7).
Dass f(z) zur Menge gehort, bedeutet gerade x < g(f(z)), was wir eben gezeigt haben.

Es bleibt zu zeigen, dass f(z) eine untere Schranke der Menge ist. Sei also y ein Element
der Menge, das heift y € N mit « < g(y). Dann folgt wiederum direkt aus der Definition
des Galois-Zusammenhangs, dass tatsichlich f(x) < y gilt. Somit ist f(x) auch eine untere
Schranke der Menge.

Die Ungleichung (3.8) folgt analog, indem man die Rollen von f und g sowie von M und
N vertauscht und die Richtung der Ungleichungen umkehrt.

(a) Fir xz <2’ in M gilt
¥ <gly) = z<g),

fiir alle y € N aufgrund der Transitivitdt, und daher

{yeN|2' <g(y)} C {ye N|z<g(y)}

Weil das Minimum der groferen Menge auch eine untere Schranke der kleineren Menge ist,
muss das Minimum der linken Menge < dem Minimum der rechten Menge sein. Somit folgt
f(z) < f(2') aus (3.7). Die Monotonie von g folgt analog aus (3.8).

(d) Fir die erste Gleichung betrachten wir fiir alle z € M die Ungleichungen

(3.9) (3.10)
<

flg(f(=) < fla),

wobei die erste Ungleichung eine Anwendung von (3.9) zusammen mit der Monotonie von
f ist, und die zweite Ungleichung eine Anwendung von (3.10) mit y = f(x). Somit folgt
das gewiinschte f(g(f(x))) = f(z) aus der Antisymmetrie, da die Ungleichung in beide
Richtungen gezeigt ist. Analog ergibt sich g(f(g(y))) = g(y) fir alle y € N. O

3.2.5 Korollar. In einem Galois-Zusammenhang gelten:
(a) Jede der beiden Abbildungen f und g ist eindeutig durch die jeweils andere bestimmit.
(b) Mit

schrankt sich der urspringliche Galois-Zusammenhang (3.2) ein zu einem Isomorphismus
zwischen den Teilmengen
flar
— /
M N (3.12)
Y~
9ln

(c) Falls f (bzw. g) injektiv ist, dann ist g (bzw. f) surjektiv. In diesem Fall gilt M = M
(bzw. N =N).

Beweis. (a) f ist wegen (3.7) eindeutig durch g bestimmt, und umgekehrt ist g wegen (3.8)
eindeutig durch f bestimmt.
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(b) Dank (3.11) gilt f(z) = f(g(f(z))) fiir alle z € M, was bereits f(z) € N zeigt. Insbesondere

kann f zu flg;: M — N eingeschrankt werden. Analog ergibt sich, dass man g auf eine
Abbildung N — M einschrénken kann.

Die Tatsache, dass diese beiden Abbildungen invers zueinander sind, gilt dann ebenfalls
direkt per Definition: fiir x € M ist g(f(z)) = z, und fiir y € N ist f(g(y)) = y.**

(¢) Falls f injektiv ist, dann kann in der Gleichung fogo f = f aus (3.11) die Funktion f auf
beiden Seiten gekiirzt werden, was go f = idy; ergibt und deshalb M = M. Ebenfalls dank
go f = idp; muss g surjektiv sein. Das gleiche Argument funktioniert auch mit vertauschten
Rollen von f und g. O

3.2.6 Bemerkung. Mit Isomorphismus ist in (b) eine bijektive monotone Abbildung gemeint,
deren Umkehrabbildung ebenfalls monoton ist.

Im Gegensatz zur Situation in der Gruppentheorie, wo die Umkehrabbildung eines bijektiven
Homomorphismus ebenfalls wieder ein Homomorphismus ist (Satz 2.2.12), muss die Umkehrab-
bildung einer bijektiven monotonen Abbildung nicht automatisch wieder monoton sein. So ist
zum Beispiel die Identitéitsabbildung (N,=) — (N, <) bijektiv und monoton, aber ihre Um-
kehrabbildung ist nicht monoton, da < y offensichtlich nicht = = y impliziert.

3.2.7 Beispiel. In allen Féllen aus Beispiel 3.2.2 ist f bzw. g injektiv, so dass nach Korollar 3.2.5
der Isomorphismus (3.12) jeweils zwischen M bzw. N und dem Bild der anderen Abbildung
besteht. Zum Beispiel im Fall der Abrundungsfunktion (3.4) erhalten wir so die (triviale) Aussage,
dass die ganzen Zahlen genau denjenigen reellen Zahlen x entsprechen, welche |z | = z erfiillen.

Es ist auch eine gute Ubung, den Isomorphismus (3.12) fiir die Galois-Zusammenhénge aus
Beispiel 3.2.3 auszuarbeiten.

Als letztes Beispiel behandeln wir noch einen etwas komplexeren Galois-Zusammenhang.
Nachdem die bisherigen Beispiele eher als “Ubungsbeispiele” dienten, bei denen die abstrakte
Theorie eher wenig neue Erkenntnis liefert, wird jetzt ein Verstdndnis der allgemeinen Theorie
auch fiir das Versténdnis des Beispiels niitzlich sein.

3.2.8 Beispiel. Sei G eine Gruppe, welche auf einer Menge X wirkt. Dann gibt es einen Galois-

Zusammenhang
Stab

4
2X Sub(G)°P

Bevor wir die Abbildungen definieren, sei daran erinnert, dass Sub(G)°P die teilgeordnete Menge
der Untergruppen von G mit der umgekehrten Inklusionsordnung ist. Die Abbildungen Stab und
Fix werden entsprechend Satz 3.2.4(a) also inklusionsumkehrend sein.

Fiir eine Teilmenge A C X ist Stab(A) die Untergruppe von G, welche alle Elemente von A
fix l&sst, also

Stab(A) ={g € G| gz =z Vz € A},

und umgekehrt, gegeben eine Untergruppe H C G, enthilt Fix(H) genau die Elemente von X,
welche von allen Elementen von H fixiert werden, also

Fix(H) ={zx € X | he =x Yh e H}.
Dann haben wir einen Galois-Zusammenhang, denn fiir alle A C X und H C G gilt
H C Stab(A) <= A CFix(H). (3.13)

Dies ist die relevante Aquivalenz, weil die linke Seite genau der Ungleichung Stab(A) < H in
Sub(G)°P entspricht. Die Aquivalenz gilt, weil beide Seiten #iquivalent dazu sind, dass hz = = fiir
allex € Aund h € H ist.

24Es ist iiberraschend, dass fiir diesen Beweis die Eigenschaften eines Galois-Zusammenhangs iiberhaupt nicht
gebraucht worden sind. Selbst fiir beliebige Abbildungen f: M — N und g: N — M bekommt man also nach
dem gleichen Argument eine Bijektion zwischen M und N.
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Falls zum Beispiel G = Z, dann interpretieren wir X wie in Beispiel 2.4.5 als Menge der
“Zustédnde” eines dynamischen Systems mit diskreter Zeitentwicklung. In diesem Fall kénnen wir
die Aquivalenz (3.13) basierend auf den folgenden Beobachtungen etwas besser verstehen:

> Die Untergruppen von Z sind nach (2.32) alle von der Form H = nZ fiir ein n € N.

> Per Definition ist Fix(nZ) die Menge aller Elemente von X, welche nach n Zeitschritten
wieder zu sich selbst zuriickkehren.

> Fiir eine Menge von Zustdnden A C X die Untergruppe Stab(A) die Menge aller Zeitschrit-
te, nach denen alle Zustande in A wieder zu sich selbst zuriickkehren.

Beide Seiten der Aquivalenz (3.13) sagen fiir H = nZ dann also aus, dass alle Elemente in A
nach n Zeitschritten wieder zu sich selbst zuriickkehren.

Dieses Beispiel eines Galois-Zusammenhangs ist eine rein mengentheoretische Variante des
Hauptsatzes der Galoistheorie, die wir in Abschnitt 5 im Kontext von Koérpererweiterungen und
deren Automorphismengruppen behandeln werden. Da dieser konkrete Galois-Zusammenhang
auf Galois zuriickgeht und historisch das erste tiefergehende Beispiel ist, ist der Begriff des
Galois-Zusammenhangs auch allgemein nach ihm benannt.

3.3 Bindre Suprema und Infima

Diesen Abschnitt haben wir nicht mehr in der Vorlesung behandelt. Er ist daher auch nicht
prifungsrelevant.

3.3.1 Definition. Sei M eine prigeordnete Menge und x,y € M. Ein Supremum von x und
y ist ein Element x Vy € M, so dass gelten:

>rx<zVyundy < zxVy, und
> fir jedes z€ M mit x < zundy < z gilt x Vy < z.

In Worten: ein Supremum z V y ist erstens eine obere Schranke fiir  und y ist, und zweitens
ein kleinstes Element unter allen oberen Schranken. Ein solches Supremum ist bis auf Aquivalenz
eindeutig, denn falls x U y ein weiteres Supremum von x und y ist, dann ist es auch eine obere
Schranke, also

zVy < zUy.

Da die andere Richtung analog gilt, folgt = L1y ~ 2V y. Aus diesem Grund sprechen wir auch
von dem Supremum von x und y, obwohl es eigentlich nur im teilgeordneten Fall strikt eindeutig
ist.

Analog ist ein Infimum von x und y ein Element x Ay € M, welches eine grofite untere
Schranke von x und y ist, also so dass gelten:

>rxAy<zund xzVy<y, und
> fiir jedes z € M mit z <z und z <y gilt z <x Ay.

Per Definition ist ein Infimum also ein Supremum in der umgekehrten Ordnung M°P, und ebenso
eindeutig bis auf Aquivalenz, so dass wir informell von dem Infimum sprechen.

3.3.2 Beispiel. (a) In der teilgeordneten Menge aus Abbildung 14(a) existiert das Supremum
x V y. Es gibt aber gar keine gemeinsame untere Schranke von x und y, und daher auch
kein Infimum.

In Abbildung 14(b) dagegen existiert das Infimum x A y. Es gibt aber kein Supremum von
2 und y, weil die oberen Schranken genau die Elemente a und b sind, es wegen a £ b und
b £ a aber keine kleinste obere Schranke gibt.

(b) In (Z,]) ist das Supremum zweier Zahlen per Definition ihr kgV und das Infimum ihr ggT.
Beide existieren immer und sind eindeutig bis auf das Vorzeichen.
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a b

>

a b w w w
(a) Das Supremum x V y existiert, aber kein (b) Das Infimum z A y existiert, aber kein Su-
Infimum von x und y. premum von x und y.

Abbildung 14: Hasse-Diagramme zweier teilgeordneten Mengen mit Elementen x und .

(c) In einer Potenzmenge (2%, C) ist das Supremum zweier Teilmengen A, B C X ihre Verei-
nigung A U B, und das Infimum ihre Schnittmenge A N B.

Folgende Beobachtung ist eng verwandt mit Beispiel 3.2.2(d).

3.3.3 Lemma. Sei M eine teilgeordnete Menge, in der alle bindren Suprema existieren. Dann
gibt es einen Galois-Zusammenhang

(z,y) = xVy
/—\J

M x M M
~_

a (a,a)
wobei M x M mit der komponentenweisen Ordnung versehen ist.

Beweis. Die Eigenschaft des Galois-Zusammenhangs besagt, dass fiir alle z,y € M und a € M
gilt:
rVy<a <= zx<a und y<a.

Die Implikationsrichtung = besagt mit a = xVy gerade, dass xVy eine obere Schranke von x und
y ist, und der Fall von allgemeinem a folgt daraus per Transitivitédt. Die Implikationsrichtung <
sagt dann genau aus, dass = V y die kleinste obere Schranke ist. O

Nach Korollar 3.2.5(a) ist die Bildung des Supremums als linksadjungierte Abbildung also
eindeutig durch die Diagonaleinbettung a — (a, a) bestimmt.
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Abbildung 15: Die Klassen von Strukturen, um die es in diesem Kapitel hauptséchlich geht. Wie
durch die Inklusionen von oben nach unten angegeben, sind weiter oben stehende Strukturen
spezieller als weiter unten stehende. Dass es sich in allen Féllen um echte Inklusionen handelt,
wird durch die rechts dargestellten Gegenbeispiele illustriert. Zum Beispiel sind Z und K[X]
euklidische Ringe, aber keine Korper.

4 Ringe

Im Laufe der Geschichte hat sich der Begriff der Zahl immer weiter verallgemeinert. Basierend
auf dem Abzdhlen von Gegensténden bilden die natiirlichen Zahlen N das vermutlich einfachste
Zahlensystem tiberhaupt. Durch das “Entdecken” (oder Erfinden?) von negativen Zahlen, was
zum Beispiel in der finanziellen Buchhaltung notwendig war, gelangt man von N zu den ganzen
Zahlen Z. Die Notwendigkeit, auch Briiche zu verwenden, fiihrt dann zu den rationalen Zahlen Q.
Durch die Erkenntnis der Pythagoriier, dass v/2 keine rationale Zahl sein kann, erreicht man als
néchstes die reellen Zahlen R. SchlieRlich fiihrt das Hinzufiigen der imaginéiren Einheit i = /—1
zu den komplexen Zahlen C.

Ist das jetzt das Ende der Fahnenstange? Oder sind vielleicht noch zusétzliche Erweiterungen
von Zahlensystemen sinnvoll, zum Beispiel durch das Hinzufiigen von unendlichen grofsen oder
infinitesimal kleinen Zahlen? In welchem mathematischen Rahmen kénnen wir solche Fragen
iiberhaupt prazisieren und sie schlietlich beantworten?

Diese Fragen sollen uns als Motivation fiir die Entwicklung der Ringtheorie (dieses Kapi-
tel) und der Korpertheorie (Abschnitt 5) dienen. Dies sind zwei sehr klassische Teilgebiete der
Algebra, welche sich mit der abstrakten Theorie von Strukturen beschéftigen, die die Rechen-
regeln von Addition und Multiplikation erfiillen. Neben der Motivation durch die Erweiterung
von Zahlensystemen gibt es aber auch viele weitere Anwendungen, sowohl innermathematisch als
Grundlage fiir zum Beispiel die algebraische Geometrie und Zahlentheorie, aber auch auferhalb
der Mathematik, zum Beispiel in der Kryptographie [4] und der Quantenmechanik [6].

4.1 Definitionen und erste Beispiele

Wir besprechen hier die Definitionen von Halbringen, (kommutativen) Ringen und Kérpern. Die
spezielleren Klassen von Ringen aus Abbildung 15 werden dann in den folgenden Unterabschnit-
ten behandelt. Folgende Definition ist unter anderem motiviert durch die angegebenen Beispiele
von Zahlensystemen, weil dort jeweils eine Addition und eine Multiplikation definiert ist, welche
die folgenden Rechenregeln erfiillen.
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4.1.1 Definition. Ein Halbring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verknipfungen

+:RxR—R, -:RxR—R,

und Elementen 0,1 € R, so dass die folgenden Rechenregeln erfillt sind:

(a) (R,+,0) ist ein kommutatives Monoid: fiir alle z,y,z € R gilt

r+y+z)=(@+y+z
z+0=0+2x=2
rT+y=y-+x.

(b) (R,-,1) ist ein Monoid: fir alle z,y,z € R gilt

(¢) Distributivgesetze: fir alle x,y,z € R gilt

(o +4)% = 52 + v,
z(x+y) = zx + 2y.

(d) Annihilationsgesetze: fir alle x € R gilt

Dabei schreiben wir wie tblich meist xy statt x - y.

4.1.2 Bemerkung. Per Induktion iiber n € N kann man zeigen, dass die Distributivgesetze
auch in der allgemeineren Form

(x1+...+zp)y=219+ ...+ 20y, x(yr14+...+yn)=zy1+ ...+ Y

gelten. Dies macht sogar auch fiir n = 0 noch Sinn, und in diesem Fall entspricht es genau dem
Annihilationsgesetz, denn eine leere Summe ist per Definition O.

4.1.3 Beispiel. (a) N mit den {iblichen Verkniipfungen ist ein Halbring. Auch alle anderen

(b)

der tiiblichen Zahlensysteme, also Z, Q, R und C sind entsprechend Halbringe.

Sei R ein Halbring und n € N. Dann ist auch M, «,(R), die Menge der n x n-Matrizen mit
Eintragen in R, ein Halbring beziiglich der eintragsweisen Addition und der Matrixmulti-
plikation, definiert durch

(AB)ij =Y AuBy;,
k=1

wobei man die Rechenregeln explizit nachrechnet. Die Nullmatrix sowie die Einheitsmatrix
sind die neutralen Elemente.

Fiir Halbringe R;,..., R, ist ihr Produkt R; x --- X R,, definiert als das kartesische
Produkt zusammen mit den komponentenweisen Operationen,

(a1y...yan) + (b1,...,by) = (a1 +b1,...,an + by),
(al,...,an)~(b1,...,bn) = (a1~b1,...,an~bn).

Wie bei Definition 2.6.1 rechnet man leicht nach, dass dies tatséchlich wieder ein Halbring
ist.
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(d) Der Nullhalbring ist N := {0}. Da die 0 das einzige Element ist, ist natiirlich
040=0, 0-0=0

die einzige Moglichkeit, Addition und Multiplikation zu definieren. Die Rechenregeln gelten
trivialerweise, weil fiir jede Regel beide Seiten notwendigerweise = 0 sind. Das Einselement
ist 1 =0.

Umgekehrt ist der Nullhalbring auch der einzige Halbring mit 1 = 0. Denn falls 1 = 0 in
einem Halbring R, dann folgt fiir alle z € R,

r=1-2=0-2=0,

also ist 0 das einzige Element. (Genausogut konnten wir natiirlich N = {1} mit 1+ 1 =1
schreiben und sagen, dass 1 das einzige Element ist.)

(e) Auf wie viele Arten kann man R = {0,1} zu einem Halbring machen? Damit 0 das Null-
element ist, muss natiirlich

0+0=0, 140=0+1=1 (4.1)

gelten. Die Multiplikation ist sogar bereits komplett durch die Axiome festgelegt, ndmlich
als

0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1. (4.2)
Jetzt gibt es noch zwei Moglichkeiten fiir die fehlende Addition, die sich beide als sehr
interessant herausstellen:

> Es konnte
1+41=0

gelten. In diesem Fall bekommen wir tatsdchlich einen Halbring, und sogar einen
Korper. Es ist der einzige Korper mit 2 Elementen (bis auf Isomorphie), und wir
werden ihn spater mit o bezeichnen.

> Es konnte
1+1=1 (4.3)

gelten. Auch in diesem Fall kann man sich durch Nachrechnen aller Rechengesetze
davon iiberzeugen, dass es sich um einen Halbring handelt. Interpretiert man

0 = falsch, 1 = wahr, + = oder, - =und,

dann entsprechen (4.1)—(4.3) genau den Regeln der Aussagenlogik. So bedeuten die
Regeln fiir die Addition gerade, dass eine Aussage “P oder )” genau dann wahr ist,
wenn P oder ) wahr ist; und die Multiplikation entspricht der Tatsache, dass “P und
Q” genau dann wahr ist, wenn P und () wahr sind.

Fiir die allgemeine Theorie der Halbringe sei hier auf Literatur wie [2] verwiesen. Wir be-
schrianken uns ab sofort auf die klassische Theorie der Ringe, welche dank der Existenz von
additiven Inversen etwas einfacher zu handhaben ist.

4.1.4 Definition. FEin Ring ist ein Halbring (R,+,-), in dem jedes Element ein additives In-
verses besitzt: fir jedes x € R gibt es —x € R mit

x4+ (—x) =0.

In einem Ring R ist (R,+,0) also eine abelsche Gruppe. Aufgrund der Eindeutigkeit von
inversen Elementen in Gruppen allgemein (Bemerkung 2.1.9) ist —z immer eindeutig durch «
bestimmt.

4.1.5 Lemma. In jedem Ring gilt auch das Rechengesetz
(—a)b = a(—b) = —ab.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (—a)b ein additives Inverses von ab ist; der Beweis fiir a(—b)
ist analog. Dies folgt aus dem Distributivgesetz mittels

(—a)b+ab=(—a+a)h=0-b=0. O
Viele der Halbringe aus Beispiel 4.1.3 sind sogar Ringe.

4.1.6 Beispiel. (a) Die Zahlensysteme Z,Q, R, C sind Ringe, weil man subtrahieren kann. N
dagegen ist offensichtlich kein Ring, weil z.B. 1 kein additives Inverses hat.

(b) Der Nullhalbring N = {0} ist ein Ring, in dem 1 = 0 gilt. Wir bezeichnen ihn als Nullring.

(c¢) Falls R ein Ring ist, dann ist auch M, x,(R) ein Ring, weil man das additive Inverse —A
einer Matrix A einfach durch Bilden der additiven Inversen der Eintrige bekommt.

(d) Falls Ry, ..., R, Ringe sind, dann ist auch Ry X --- X R,, ein Ring, mit
—(a1,..-yap) = (—a1,...,—ap).
Die in der klassischen Algebra am haufigsten betrachteten Ringe sind kommutativ:

4.1.7 Definition. Ein kommutativer Ring ist ein Ring R, in dem fir alle x,y € R gilt

TY = Y.

4.1.8 Bemerkung. Die Matrixringe M,,«,(R) sind im Allgemeinen nicht kommutativ, da die
Matrixmultiplikation bekanntermafen nicht kommutativ ist.?> Diese nicht-kommutativen Ringe
sind zum Beispiel in der Quantenmechanik von Bedeutung, was sich auch im Namen ihres histo-
rischen Vorlaufers (der “Matrizenmechanik”) widerspiegelt. Die Theorie der kommutativen Ringe
ist etwas einfacher als die der nicht-kommutativen, und wir beschrdnken uns fiir den Rest dieser
Vorlesung auf den kommutativen Fall.

4.1.9 Beispiel. Sei M ein Monoid (Definition 2.1.1) und R ein kommutativer Ring. Der Mo-
noidring R[M] ist dann die Menge aller Funktionen f: M — R mit endlichem Tréger, d. h.

RM)={f:M — R|{x e M: f(x) # 0} ist endlich},
ausgestattet mit der punktweisen Addition

(f +9)(@) = f(z) + g(x)

und der Multiplikation

(f-9@)= Y flyy) (4.4)

(y,2)EM : x=yz

Hierdurch wird R[M] tatsichlich zu einem Ring (Ubung), und dieser Ring ist genau dann kom-
mutativ, falls M kommutativ ist. Zunéchst ist dabei zu zeigen, dass f+g¢ und f-g auch endlichen
Tréager haben, sobald dies fiir f und g selbst gilt. Falls M = G eine Gruppe ist, dann bezeichnen
wir R[G] auch als Gruppenring R[G].

Oft schreibt man eine Funktion f : M — R mit endlichem Triger auch als “formale Linear-

kombination”
f=> f@x,

zeEM

wobei aufgrund der Endlichkeit des Tragers nur endlich viele Terme # 0 sind. Falls zum Beispiel
Dy die Diedergruppe zu n = 5 ist (Beispiel 2.1.18), dann schreibt man

3r2 + 5r8s — Trts € Z[Dy]

25Ubung: zeige, dass My xn(R) genau dann kommutativ ist, wenn n < 2 oder R der Nullring ist.
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fir die Funktion, die 72 auf 3, r3s auf 5, r*s auf —7 und alle anderen Elemente von Djq auf
0 abbildet. Zwei solche Ausdriicke werden multipliziert, indem man das Produkt der Summen
formal ausmultipliziert und die Produkte der Elemente von M durch die Multiplikation in M
berechnet und dann die Koeffizienten der gleichen Elemente von M addiert. So erh&lt man zum
Beispiel

(3r +5r3s) - (r +4s) =3r% -+ +12r% - s+ 5r%s - r + 20135 - 5
= 3r® + 12r%s + 5r?s + 20r°
=233 + 17125,

Dies entspricht der Multiplikation von Funktionen durch (4.4) folgendermafen: Im Produkt ist
der Koeffizient von « € M einerseits durch (f - g)(z) gegeben, andererseits durch die Summe
Z(y,z)GM . f(y) g(z), weil der zu jedem Paar (y, z) gehorige Term einen Beitrag zum Koeffi-
zienten von yz = x liefert, ndmlich das Produkt f(y) g(z), welches dem Produkt der Koeffizienten
von y und z in den einzelnen Faktoren f und g entspricht.

Betrachten wir jetzt als zweites Beispiel M = N als Monoid beziiglich Addition. Dann wird
R[N] aus folgendem Grund auch als Polynomring bezeichnet. Ein Element a € R[N] ist eine
Funktion a : N — R mit endlichem Trager. Eine solche Funktion kénnen wir auch als eine Folge
(ao,a1,asz,...) von Elementen aus R auffassen, von denen nur endlich viele # 0 sind. Andererseits
kénnen wir eine solche Folge auch als Polynom

ao—i—alX—i—...—i—anX”:ZaiXi (4.5)
i=0

schreiben, wobei die Notation implizit aussagt, dass a; = 0 fiir ¢ > n. In dieser Schreibweise
heifsen die Folgenglieder a; die Koeffizienten des Polynoms, und falls a,, # 0 ist, dann heift
n der Grad des Polynoms und wird mit deg(a) bezeichnet. Die Nullfolge (0,0,0,...) ist dabei
ein ausgearteter Spezialfall, weil in diesem Fall der Ausdruck {iberhaupt keinen Term enthalt,
und der Grad deshalb als —oo definiert wird. Man spricht dann auch vom Nullpolynom. Das
Symbol X in einem Polynom wird als “Variable” bezeichnet. Formal ist die einzige Bedeutung
der Variable, dass ihr Exponent anzeigt, zu welchem Element der Folge der jeweilige Koeffizient
a; gehort. Dadurch kénnen die einzelnen Terme in einem Polynom (4.5) in beliebiger Reihenfolge
geschrieben werden.

Die Schreibweise als Polynom ist deswegen sinnvoll, weil die Addition und die Multiplikation
genau der bekannten Addition und Multiplikation von Polynomen entsprechen,

max(n,m)

(iaiXi> + (ibiXi> = Z (a; + b)) X,
i=0 =0

=0

wobei wir a; := 0 fiir ¢ > n und b; := 0 fiir ¢ > m setzen, und

n m n+m k
(Z aiXZ) DX =0 ( aibki> X",
i=0 j=0 i=0

k=0

Diese Additions- und Multiplikationsregeln entsprechen genau den Regeln fiir das Rechnen in
RIN], denn dort addiert und multipliziert man die Funktionen durch

k
(a +b)(k) = a(k) + b(k), (a-b)(k) = a(i)b(k — ).

=0

Eine Folge der Form (r,0,0,...) mit » € R enthélt nur den ersten Term und wird als das
konstante Polynom r geschrieben, in dem die Variable X gar nicht vorkommt.

Fiir d € N kann man allgemeiner auch M = N? als Monoid beziiglich der komponentenwei-
sen Addition betrachten. In diesem Fall kann man R[NY] auch als Polynomring in d Variablen

61



Abbildung 16: Skizze zweier stetiger Funktionen f,g € C([0, 1], R) mit f,g # 0, so dass f-g = 0.

X1,..., X schreiben. Denn &hnlich wie oben entspricht eine Funktion a : N* — R mit endlichem
Tréager einem Polynom
> i Xi e X
i1,0sig €N
und die Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation von Funktionen entsprechen genau
den Rechenregeln, wie man Polynome in mehreren Variablen addiert und multipliziert.
Zwei weitere Anmerkungen zu Polynomringen:

> Da Polynome eng verwandt mit der Analysis sind, bezeichnen wir Elemente eines Poly-
nomrings meist mit Symbolen fiir Funktionen wie f und g, also zum Beispiel

= D0 faaXio X

i1,..,9d EN

> In einer Notation der Form R[A] kann A sowohl ein Monoid sein, so dass R[A] der Mo-
noidring von A iiber R ist, oder eine Variable, in welchem Fall R[A] ein Polynomring ist.
Aus dem Kontext wird klar, welcher Fall gemeint ist.

Wir beschranken uns fiir den Rest der Vorlesung auf kommutative Ringe. Das folgende Bei-
spiel fithrt eine Klasse von sehr “grofien” kommutativen Ringen ein, die sich in mancher Hinsicht
sehr anders als Polynomringe verhalten.

4.1.10 Beispiel. Sei T eine Teilmenge von R" oder ein beliebiger topologischer Raum. Wir
schreiben dann C(T,R) fiir die Menge aller stetigen Funktionen 7' — R.%% Da die punktweise
Addition und Multiplikation stetiger Funktionen

(f+9)@) = f(t)+g(t), (fg)(t) = f(t) g(t)

wieder stetig sind, ist C(T,R) abgeschlossen unter diesen Verkniipfungen. Man priift dann wei-
terhin leicht nach, dass es sich bei C'(T,R) um einen kommutativen Ring handelt, dessen neutrale
Elemente die konstanten Funktionen ¢ — 0 und ¢ — 1 sind. Wenn man komplexwertige Funktio-
nen verwendet, bekommt man analog einen kommutativen Ring C(T,C). Diese Ringe spielen in
der Analysis eine wichtige Rolle. Fiir unsere Zwecke dienen sie eher als Beispiele fiir Ringe mit
teilweise merkwiirdigem Verhalten. Zum Beispiel gibt es f,g € C([0,1],R) mit f,g # 0, so dass
f g =0 (Abbildung 16). Dies kann offensichtlich in den Zahlensystemen Z,Q,R und C nicht
passieren, weil dort die Multiplikation von Zahlen genau dann 0 ergibt, wenn mindestens einer
der Faktoren 0 ist.

Ahnlich kann man anstatt mit stetigen Funktionen auch mit glatten Funktionen, messbaren
Funktionen oder &hnlichem arbeiten, und erhélt so jeweils wieder kommutative Ringe. Auch diese
Ringe sind im jeweiligen Fachgebiet von wesentlicher Bedeutung.

Ein Ring R ist ein Monoid beziiglich der Multiplikation. Entsprechend ist die Menge der
invertierbaren Elemente R* eine Gruppe (Beispiel 2.1.11). Fiir diese Gruppe gibt es eine spezielle
Terminologie.

4.1.11 Definition. Sei R ein Ring.

26Das “C” steht fiir “continuous” (stetig).
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(a) Die Einheitengruppe von R ist die Gruppe der invertierbaren Elemente von R beziiglich

der Multiplikation, also
R* ={a€ R|3b€ R mitab=1=ba}.

Die Elemente von R*, also die invertierbaren Elemente von R, heiffen auch Einheiten.

(b) R ist ein Kérper, falls R kommutativ ist und

R* = R\ {0}.

Die Bezeichnung “Einheit” ist nicht besonders sinnvoll, weil man den Begriff von Einheit leicht
mit der Einheit 1 € R im Sinne von neutralem Element der Multiplikation verwechseln kann.
Der Begriff ist historisch gewachsen und wird deshalb trotzdem verwendet.

4.1.12 Beispiel. (a) Fiir die ganzen Zahlen ist

7* ={-1,1},
eine zyklische Gruppe der Ordnung 2.
Die Zahlensysteme Q,R und C sind Koérper.

Der Nullring N = {0} dagegen ist kein Korper: das einzige Element 0 ist wegen
0-0=0=1

invertierbar! Also gilt N* = N # N \ {0}, und daher ist N kein Korper, obwohl jedes

Element invertierbar ist.

Fiir einen Korper K betrachten wir den Polynomring K[X]. Fiir die Multiplikation von
Polynomen in K[X] gilt
deg(fg) = deg(f) + deg(g), (4.6)

denn die Leitkoeffizienten von f und g sind # 0 und daher invertierbar in K, und daher
ist auch ihr Produkt # 0. Mit anderen Worten, der Koeffizient von Xdes(/)+dee(9) ip fq
ist # 0, und damit ist deg(fg) > deg(f) + deg(g). Andererseits ist klar, dass deg(fg) <
deg(f) + deg(g), denn die Koeffizienten von X" fiir n > deg(f) + deg(g) in fg sind alle 0.

Somit folgt, dass ein nicht-konstantes Polynom f nicht invertierbar sein kann, denn falls
fg =1 fiir ein Polynom g gilt, dann muss deg(fg) = deg(1) = 0 sein, und damit deg(f) +
deg(g) = 0, was nur moglich ist, wenn deg(f) = deg(g) = 0 ist, also f und g konstant sind.
Andererseits ist jedes konstante Polynom # 0 auch invertierbar. Wir erhalten daher

K[X]* = K*.

Als weitere Folgerung aus (4.6) stellen wir fest, dass in K[X] die Implikation

[g#0 = Jg#0

gilt. Dies ist als Gegensatz zu den stetigen Funktionen in Abbildung 16 zu sehen.

In C(T,R) sind die Einheiten genau die stetigen Funktionen 7" — R, die keine Nullstelle
haben.

Denn falls f € C(T,R) eine Nullstelle ¢y € T hat, dann ist f(typ) = 0, und damit kann f
nicht invertierbar sein. Falls umgekehrt f keine Nullstelle hat, dann kénnen wir =% durch
f71(#) = f(t)7! fiir alle t € T definieren, und man kann sich mit etwas Analysis davon
iiberzeugen, dass f~! ebenfalls stetig ist. Da die Multiplikation von Funktionen punktweise
definiert ist, gilt dann auch ff~! =1, also ist f tatséchlich invertierbar.
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Oft betrachtet man Elemente, die sich um eine Einheit unterscheiden, als gleichwertig. Zum
Beispiel sind die ganzen Zahlen 3 und —3 beide Primzahlen, und Teiler von genau den gleichen
Zahlen. Zwei Polynome, die sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, verhalten sich
aus Sicht der Algebra ebenfalls sehr dhnlich, zum Beispiel haben sie die gleichen Nullstellen.
Deshalb fithrt man folgenden Begriff ein.

4.1.13 Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Zwei Elemente a1, a2 € R heiflen assoziiert,
wenn es eine FEinheit u € R* mit a1 = uay gibt. In diesem Fall schreiben wir

ay ~ as.
Die folgenden Beobachtungen erfassen die wichtigsten Eigenschaften von Assoziiertheit.
4.1.14 Lemma. In jedem kommutativen Ring R gilt:
(a) Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation
(b) Assoziiertheit ist kompatibel mit der Multiplikation:

ap ~ as, by ~ bs — ai1by ~ asbs. (47)

Beweis. Wir zeigen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:

> Reflexivitdt: Es gilt a = 1 - a fiir alle a € R, also a ~ a.

1

> Symmetrie: Wenn a1 = uas mit u € R*, dann ist auch as = v~ "aq, also as ~ a;.

> Transitivitit: Wenn a; = uas mit v € R* und as = vag mit v € R*, dann gilt auch
a1 = uvas
und uv € R*, somit a; ~ ag. O

Fiir die Kompatibilitdt mit der Multiplikation nehmen wir an, dass a; = uas und by = vbs fiir
geeignete u,v € R*. Dann folgt dank der Kommutativitét

a1b1 = uasvby = uvashs,
und aufgrund von uv € R* ist also ai1b; ~ agbs.

Die Kompatibilitdt mit der Multiplikation impliziert, dass die Menge der Aquivalenzklassen
ebenfalls ein kommutatives Monoid beziiglich der Multiplikation der Repréasentanten ist,

[a] - [b] = [ab],

denn dies ist durch (4.7) wohldefiniert, d. h. die Wahl der Représentanten a und b spielt keine
Rolle.

4.1.15 Beispiel. (a) DaZ* = {-1,1}, sind a,b € Z genau dann assoziiert, wenn a = +b gilt.

(b) In einem Korper K sind alle Elemente aufser 0 Einheiten, also sind alle Elemente aufer 0
miteinander assoziiert, und 0 ist nur mit sich selbst assoziiert.

(c) Zwei Polynome f1, fo € K[X] sind genau dann assoziiert, wenn sie sich durch einen kon-
stanten Faktor unterscheiden, also f; = ufs mit u € K*.

(d) In C(T,R) fiir T C R™ ist Assoziiertheit meist schwieriger zu charakterisieren. Einerseits
impliziert f ~ ¢ natiirlich, dass f und g die gleichen Nullstellen haben. Die Umkehrung
gilt aber leider nicht. Zum Beispiel in C([—1,1],R) haben die Funktionen f(t) = ¢ und
g(t) = t? die gleichen Nullstellen, némlich 0, aber es gibt iiberhaupt kein h € C([-1,1],R)
mit f = hg, denn dann miisste fiir ¢ # 0 gelten

t t 1
h(t) = ) = =-.
gty ¢
Dies kann aber nicht stetig auf ¢ = 0 fortgesetzt werden. Also sind f und g nicht assoziiert,
obwohl sie die gleichen Nullstellen haben.
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4.2

Unterringe

Hier und im Folgenden bezeichnet R stets einen kommutativen Ring.

4.2.1 Definition. FEine Teilmenge S C R heifit Unterring von R, falls

(a) 0,1€ S,

(b) fiir alle z,y € S gelten

xr+yes, xy €S, —x € S.

Diese Bedingungen sind genau die, die nétig sind, damit (S, +, -) selbst ein kommutativer Ring
mit den gleichen Verkniipfungen (eingeschriankt auf S) und den gleichen neutralen Elementen
wie R ist. Denn die Rechengesetze wie das Distributivgesetz und Neutralitdt von 0 und 1 gelten
in S, weil sie in R gelten.

In diesem Kapitel spielen Unterringe keine grofie Rolle. In Abschnitt 5 dagegen werden Un-
terkorper von Korpern das zentrale Thema sein, und deshalb ist es sinnvoll, hier Unterringe kurz
zu behandeln.

4.2.2 Beispiel. (a) Z ist ein Unterring von Q, von R und von C.

Umgekehrt hat Z keine echten Unterringe, da fiir jeden Unterring S C Z auch 1 € S gelten
muss, und S unter Addition und Subtraktion abgeschlossen sein muss. Also ist S = Z die
einzige Moglichkeit.

Jeden Ring R kann man als denjenigen Unterring von R[X] auffassen, der aus den kon-
stanten Polynomen besteht.

Fiir jeden Ring R bilden die Diagonalmatrizen in M, «,(R) einen Unterring, der isomorph
zu R = R x ... X R ist, weil auf Diagonalmatrizen sowohl die Addition als auch die
Multiplikation komponentenweise definiert ist.

Fiir jeden Ring R und n € N ist R™ ein Ring beziiglich der komponentenweisen Verkniip-
fungen. In R™ gibt es einen Unterring, der aus den Tupeln besteht, deren Eintrage alle
gleich sind. Dieser Unterring ist offensichtlich isomorph zu R.

Die gaufsischen Zahlen
Zli) ={a+bi|a,beZ}

sind eine Teilmenge von C, die bezliglich der iiblichen Addition und Multiplikation von
komplexen Zahlen abgeschlossen ist. Da weiters auch 0,1 € Z[i] gilt, ist Z[i] ein Unterring
von C.

Noch allgemeiner: Fiir a4, ..., a, € C bezeichnen wir mit
Zla, ..., an)
den kleinsten Unterring von C, der ay,...,a, enthilt. Konkret besteht Zlaq,...,a,] aus

allen komplexen Zahlen, die man als ganzzahlige Linearkombinationen von Produkten der
a; schreiben kann, oder anders ausgedriickt, die man als Polynome in den a; schreiben kann.
Es ist klar, dass dies tatsédchlich der kleinste Unterring ist, der die a; enthélt: einerseits ist
a; € Zlay,...,a,] fir alle ¢ offensichtlich, und falls andererseits R C C ein Unterring
mit a; € R fir alle ¢ ist, dann muss R auch alle Polynome in den a; enthalten, also
Z[al, N 7(,‘i,n] - R.

Zum Beispiel gilt

ZB,\@+\/§} ZZE,\@,JE]. (4.8)

Denn einerseits haben wir C, weil sich die beiden Erzeuger % und V2 + /3 offensichtlich
1
29
bereits von dieser Form. Andererseits gilt auch O, weil sich analog die Erzeuger %, 2 und

als Polynome in v/2 und /3 mit Koeffizienten aus Z schreiben lassen, denn sie sind ja
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V3 als Polynome in % und V2 + /3 mit Koeflizienten aus Z schreiben lassen. Dies ist eher
iiberraschend, gilt aber tatséchlich aufgrund von

1 3.9
V2= 5(\/§+\/§) —5(\/§+\/§)
1 3 11
V3 = —5(\/§+\/§) +?(\/§+\/§)
Wir werden uns mit Phdnomenen dieser Form in Abschnitt 5 noch ausfiihrlicher beschéf-
tigen.
4.3 Ringhomomorphismen, Ideale und der Isomorphiesatz

Wie in der Gruppentheorie ist es auch in der Ringtheorie sinnvoll, die Beziehungen zwischen
zwel Ringen mittels strukturerhaltender Abbildungen zu untersuchen. Mit “strukturerhaltend”
ist hier gemeint, dass die Abbildung die Rechenregeln der Ringe respektiert, also die Addition
und Multiplikation in den Ringen im folgenden Sinne miteinander vertréiglich sind:

4.3.1 Definition. Eine Abbildung zwischen kommutativen Ringen
p:R— S

heifst Ringhomomorphismus oder kurz Homomorphismus, falls

e(lr) = 1s
olx+y) = o)+ e(y) Vz,y € R.
play) = p@)ely) ’

Wir kiirzen “Ringhomomorphismus” zu “Homomorphismus” ab, falls aus dem Kontext klar
ist, dass wir uns auf Ringe beziehen. Durch Anwendung von Lemma 2.2.8 auf die additive Gruppe
(R, +,0) folgt, dass ein Homomorphismus auch automatisch das Nullelement erhélt, also

¢(0r) = 0s.

Da die Multiplikation aber meist keine Gruppe bildet, ist dieses Argument auf die Multiplikation
nicht anwendbar, und in der Tat folgt die Anforderung ¢(1r) = 1g in der Definition von Homo-
morphismus nicht aus der Multiplikativitiat ¢(xy) = p(x)¢(y), sondern muss explizit gefordert
werden. Zum Beispiel ist fiir m > n die Inklusionsabbildung M, x,(R) < M, xm(R), welche eine
n X n-Matrix mit Nullen auffillt, additiv und multiplikativ, bildet aber nicht die Einheitsmatrix
auf die Einheitsmatrix ab, ist also kein Homomorphismus in obigem Sinne.

4.3.2 Beispiel. (a) Fiir jeden Ring R und Unterring S C R ist die Inklusionsabbildung

t:S— R,
T

ein Homomorphismus.

(b) Zu den wichtigsten Beispielen von Homomorphismen gehoren die Auswertungsabbil-
dungen. Sei dafiir R ein kommutativer Ring und a¢ € R. Dann ist die Abbildung

ev, : R[X] — R,
ZCiX’ — ch-al (4.9)
i=0 i=0

ein Homomorphismus. Polynome kénnen also an Ringelementen ausgewertet werden, und
dies wird algebraisch durch die Auswertungsabbildung beschrieben.

4.3.3 Definition. FEin Ringisomorphismus oder kurz Isomorphismus ist ein bijektiver
Ringhomomorphismus.
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Analog zu Satz 2.2.12 kann man zeigen, dass falls ¢ : R — S ein Isomorphismus ist, dann ist
auch die Umkehrabbildung ¢~! : S — R ein Isomorphismus. Somit entsprechen die Ringisomor-
phismen genau den invertierbaren Ringhomomorphismen. Da wir in den folgenden Abschnitten
viele weitere Beispiele von Ringisomorphismen sehen werden, soll ein einzelnes Beispiel hier ge-
niigen.

4.3.4 Beispiel. Seien R und S Ringe und n € N. Dann ist die Abbildung

Mysn(R) X Myxn(S) — Mpxn(R x S)

(4.10)
(4, B) — ((Aij, Bij))i'j=1
ein Isomorphismus. Diese Abbildung nimmt also eine Matrix A mit Eintrdgen aus R und eine
Matrix B mit Eintrigen aus S als Input und bildet daraus eine einzelne Matrix mit Eintrdgen
aus R x S, indem sie die Eintrige von A und B paarweise kombiniert. Es ist klar, dass diese
Abbildung bijektiv ist, denn umgekehrt kann eine Matrix mit Eintrdgen aus R x .S in zwei einzelne
Matrizen aufgespalten werden.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung (4.10) ein Homomorphismus ist. Die Addition
wird offensichtlich erhalten, denn auf beiden Seiten wird eintragsweise und komponentenweise
addiert. Fiir die Multiplikation gilt dhnliches, aber wir fiilhren dies der Vollstdndigkeit halber
explizit aus. Zwei Matrixpaare (A4, B) und (A’, B’) werden auf der linken Seite zum Paar von
Matrixprodukten

(AA’, BB')

multipliziert. Die Bilder dieser Paare auf der rechten Seite multiplizieren sich zu

(A B2y (A4 B = (Z(Aik,B ) kJ,Bkn)

i j=1

< zkAkja 1kBk])>
i,7=1

s

(ZA kAl ZB kBkJ>>nJ 1

i,j=

(( l]? ) ‘)1'7]:1'

wobei im ersten Schritt die Definition der Multiplikation in M, x, (R x S) verwendet wurde, im
zweiten Schritt die Multiplikation in R x S und im dritten die Definition der Addition in R x S.

Ein zentraler Begriff in der Ringtheorie ist der des Ideals. Ideale sind die ringtheoretische Ent-
sprechung von normalen Untergruppen in der Gruppentheorie, mit dem wichtigen Unterschied,
dass ein Ideal in den meisten Féllen kein Unterring ist. Der Einfachheit halber beschrianken wir
uns auf den kommutativen Fall.

4.3.5 Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Fine Teilmenge I C R heifit Ideal, falls:
(a) (I,4) ist eine additive Untergruppe von (R,+),
(b) firaller € R und x € I gilt rx € I.

Diese Definition hat eine leichte Redundanz: die zweite Eigenschaft impliziert (—1)a = —z €
fiir alle € I. Im ersten Teil konnten wir also stattdessen einfach fordern, dass I abgeschlossen
unter Addition ist und 0 enthélt, und die Abgeschlossenheit unter additiven Inversen folgt dann
aus der zweiten Eigenschaft.

Die Relevanz von Idealen wird durch folgende Eigenschaft von Homomorphismen deutlich.

4.3.6 Lemma. Fir jeden Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist das Bildim(p) C S ein Unterring
und der Kern ker(p) C R ein Ideal.
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Beweis. Die Behauptung iiber das Bild eines Homomorphismus ist leicht zu sehen.

Da ein Kern insbesondere eine additive Untergruppe sein muss, ist klar, dass ker(y) die erste
Bedingung von Definition 4.3.5 erfiillt. Fiir die zweite Bedingung sei also 7 € R und z € ker(y)
gegeben. Dann folgt

p(rz) = @(r)e(z) = ¢(r) -0 =0,
wobel im zweiten Schritt die Voraussetzung = € ker(yp) verwendet wurde. Also gilt auch rz €
ker(y), und damit ist ker(y) tatséchlich ein Ideal. O

4.3.7 Lemma. Sei R ein kommutativer Ring und ay,...,a, € R. Dann ist die Menge
(a1,...,ap) = {ria1 + - +rpan | r1,...,7n € R}
ein Ideal von R, und zwar das kleinste Ideal, das die Elemente aq,...,a, enthdlt.

Wir nennen (a4, ...,a,) das von aq,...,a, erzeugte Ideal.

Beweis. Zunéchst ist aufgrund der Kommutativitat der Addition recht leicht zu sehen, dass die
Menge eine additive Untergruppe ist, denn einerseits gilt

(riay + -+ rpan) + (101 + -+ spay) = (r1 + s1)ay + -+ + (rp, + 8n)an,
und andererseits
—(riay + -+ rnan) = (=ri)ar + -+ (=rn)an.

Auferdem ist die Menge abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit einem beliebigen Ringele-
ment t € R, denn
t(riar + - -+ rpap) = (tr))ay + - + (trn)an.

Somit ist (a1, ..., ay,) tatsdchlich ein Ideal.
Es bleibt zu zeigen, dass (a1, . .., a,) das kleinste Ideal ist, das die Elemente ay, . .. , a, enthélt.
Zunichst ist klar, dass (ay,...,a,) die Elemente a4, ..., a, enthilt, denn fiir jedes ¢ gilt

al:Oal_’__i_]_al_’.__|_0an7

wobei alle Terme aufier dem i-ten Term verschwinden. Sei jetzt I C R ein Ideal mit a4, ...,a, € I.
Dann ist zu zeigen, dass auch (aq,...,a,) C I gilt, also dass

riay + -+ rpa, €1

fir alle r1,...,7, € R. Welil I ein Ideal ist, gilt zunéchst r;a; € I fiir alle 7, und da I eine additive
Untergruppe ist, liegt auch die angegebene Summe in I. O

4.3.8 Bemerkung. (a) Fiir ein einzelnes Element a € R ist also insbesondere die Menge der
Vielfachen von a, also
(a) ={ar|r € R}

ein Ideal von R. Ein Ideal von dieser Form heiftt Hauptideal, und wir schreiben manchmal
auch aR statt (a).

(b) Ein Ideal I C R heiflt echtes Ideal, wenn I # R gilt. Dies gilt genau dann, wenn 1 ¢ [
gilt. Denn falls 1 € I, dann folgt fiir alle 7 € R, dass auch

r=r-1€l,
also I = R.

(¢) Der ganze Ring R selbst ist das einzige Ideal von R, welches gleichzeitig ein Unterring ist.
Denn falls ein Ideal I C R auch ein Unterring ist, dann muss 1 € I gelten, und damit
I =R.
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4.3.9 Beispiel. (a) Fiir jedes n € N ist

(n)=nZ={nk|kecZ} CZ

ein Hauptideal von Z. Weitere Ideale in Z gibt es keine: jedes Ideal von Z ist insbesondere
eine additive Untergruppe von Z, und die einzigen additiven Untergruppen von Z sind
gerade die nZ fiir n € N. Dies haben wir im Beweis von Lemma 2.6.12 bereits gesehen. In
der Terminologie von Abschnitt 4.7 bedeutet das, dass Z ein Hauptidealring ist.

Auch in K[X] fiir einen Korper K sind alle Ideale Hauptideale: jedes Ideal hat die Form
(f) fiir ein Polynom f. Dies werden wir in Abschnitt 4.7 zeigen.

Als konkretes Beispiel betrachten wir das Ideal
(X2 -1,X%+ X) CQ[X].
Dieses Ideal stimmt mit dem Hauptideal (X + 1) {iberein: einerseits gilt
X+1=(X*+X)—(X?-1),

und somit (X + 1) C (X2 — 1, X2 + X); andererseits sind sowohl X? — 1 als auch X? + X
Vielfache von X + 1, also folgt auch (X2 — 1, X%+ X) C (X + 1).
Weiteres Beispiel: fiir jeden Koérper K und a € K ist der Kern der Auswertungsabbil-
dung (4.9) ein Ideal in K[X]. Dieses Ideal ist genau das Hauptideal

(X —a)

aus folgendem Grund: zunéchst ist das Hauptideal im Kern enthalten, denn die Auswertung
von X — a an der Stelle a ergibt tatséchlich @ — a = 0. Andererseits sei f € K[X] ein
Polynom mit f(a) = 0. Dann kénnen wir mittels Polynomdivision einen Faktor X — a aus
f abspalten, das Polynom also in der Form

f=X-a)g (4.11)
fiir ein Polynom g € K[X] schreiben. Daher gilt f € (X — a).
Sei R ein kommutativer Ring und a € R. Dann ist der Annihilator
Ann(a) == {r € R | ra =0}

ein Ideal von R, wie man leicht nachrechnet.
Zum Beispiel ist im Ring C(X,R) aus Beispiel 4.1.10 der Annihilator eines Elements f €
C(X,R) gegeben durch
Ann(f) ={g € C(X,R) | g(x)f(z) =0 Vo € X}
={g€ C(X,R) | g(x) =0 Vo € X mit f(z) # 0}.
Sei zum Beispiel f € C(R,R) eine Funktion, die auf [0, c0) verschwindet aber auf (—oo, 0)

nicht. Dann besteht Ann(f) genau aus den Funktionen, die auf (—oo, 0) verschwinden, und
wegen der Stetigkeit sogar auf (—oo,0].

4.3.10 Warnung. Insbesondere in einem Polynomring K[X] muss man mit der Notation auf-
passen: wenn wir dhnlich zu (4.11)

9(X —a)

schreiben, dann kann dies zwei ganz unterschiedliche Dinge bedeuten: zum einen kénnte damit die
Multiplikation von dem Polynom g mit dem Polynom X —a gemeint sein, also die Multiplikation
in K[X], zum anderen konnte damit das Einsetzen von X — a in das Polynom ¢ gemeint sein.
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Bei der Bildung einer Quotientengruppe bildet man Restklassen einer Gruppe beziiglich ei-
ner normalen Untergruppe. Analog gibt es einen Begriff von Restklassenring, bei dem die
Restklassen beziiglich eines Ideals gebildet werden.?”

4.3.11 Definition (Kongruenz modulo Ideal). Sei R ein kommutativer Ring und I C R ein
Ideal. Zwei Elemente x,y € R sind kongruent modulo I, geschrieben

r=ymod I,
fallsz —yel.
4.3.12 Lemma. Kongruenz modulo I ist eine Aquivalenzrelation auf R.

Beweis. Dies ist bereits aus der Gruppentheorie bekannt, denn unsere Definition von Kongruenz
modulo I ist genau die Definition von Kongruenz modulo einer additiven Untergruppe von R (die
deswegen automatisch normal ist, weil die additive Gruppe von R abelsch ist). Siehe insbesondere
Lemma 2.2.26, wo die Zerlegung in Aquivalenzklassen behandelt wurde. O

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von x € R beziiglich der Kongruenz modulo I mit 41,
denn die Elemente der Aquivalenzklasse von x sind genau die Elemente der Form x + 4 mit i € I.
Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der Kongruenz modulo I bezeichnen wir mit R/I.

4.3.13 Definition. Sei I C R ein Ideal in einem kommutativen Ring. Auf der Menge der
Restklassen R/I definieren wir

(z+D+y+1)=(x+y)+1, (e+I)-(y+1I) =ay+1 (4.12)

4.3.14 Lemma. Die Verknipfungen (4.12) sind wohldefiniert, und mit diesen Verknipfungen
ist R/I ein kommutativer Ring.

Wir nennen R/I den Restklassenring von R beziiglich I.

Beweis. Wir beschrinken uns auf die Wohldefiniertheit der Multiplikation und auf das Nach-
rechnen des Distributivgesetzes; der Rest ist &hnlich und ohnehin analog zur Konstruktion von
Quotientengruppen (Satz 2.2.31).
Seien also z,2’ € R und y,vy’ € R Elemente, die die gleichen Restklassen modulo I reprasen-
tieren, also
x+I=2'"+1 und y+I=y +1

Dann gilt auch
zy+I=ay +1=2a'y +1,
wobei die erste Gleichung aus der Tatsache folgt, dass y —y’ € I und damit z(y—y') € I gilt, und
analog fiir die zweite Gleichung. Alternative Schreibweise fiir das gleiche Argument: x = 2’ mod [
und y = v’ mod I implizieren xy = z'y’ mod I, weil aus x — 2’ € I und y — 3’ € I folgt, dass
auch
vy —a'y = (-2 )y+a'(y—y)el

gilt. Somit ist die Multiplikation wohldefiniert.

Das Distributivgesetz in R/I folgt aus der Tatsache, dass es in R gilt, denn wir addieren
und multiplizieren die Représentanten der Restklassen, und fiir diese gilt das Distributivgesetz.
Formal ausgeschrieben: fiir alle z,y,z € R gilt

@+ D (+D+G+D) =@+ (y+2)+1)
=a(y+z)+1
=(xy+axz)+1
=zy+Il+xz+1
=@+I)-(y+I)+(@+1) (2+1). O

27"Wir vermeiden hier die Bezeichnung “Quotientenring”, weil dies zu Verwechslungen mit dem Begriff von
Quotientenkorper fithren kénnte, den wir in Definition 5.1.5 einfiihren. Der Begriff “Restklassenring” ist direkt an
die Bildung von Restklassen ganzer Zahlen angelehnt.
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4.3.15 Beispiel. Fiir n € N ist
Z/(n) = Z/nZ

der Ring der Restklassen modulo n. Als additive Gruppe entspricht dies genau der Gruppe Z/nZ
aus Satz 2.2.31, aber jetzt haben wir zusétzlich die Multiplikation von Restklassen. Da wir sowohl
die additive Gruppe als auch den Ring mit Z/nZ bezeichnen, muss man dem Kontext entnehmen,
ob die Gruppe oder der Ring gemeint ist.

Wir koénnten jetzt noch viele weitere Beispiele von Restklassenringen anfiithren. Interessant
wird dies aber erst dann, wenn wir diese Ringe mit anderen bekannten Ringen in Beziehung
setzen konnen. Damit dies moglich ist, miissen wir verstehen, wie man Homomorphismen von
einem Restklassenring R/ in einen anderen Ring S konstruieren kann.

4.3.16 Lemma. Sei I C R ein Ideal und S ein weiterer kommutativer Ring. Jeder Ringhomo-
morphismus ¢ : R — S mit I C ker(y) faktorisiert eindeutig iber den Restklassenring R/I, das
heifst, es existiert genau ein Ringhomomorphismus @ : R/I — S, so dass das Diagramm

R x— x+1 R/I
R %
S

kommutiert.

Der folgende Beweis erinnert an die Konstruktion von f im mengentheoretischen Isomorphie-
satz (Satz 2.3.1).

Beweis. Die Kommutativitdt des Diagramms bedeutet, dass fiir alle x € R die Gleichung

Bl +1) = plx) (4.13)

gelten soll. Damit ist bereits die Eindeutigkeit von @ gezeigt, denn jedes Element von R/I ist
von der Form z + I fiir ein x € R. Fiir die Existenz von @ miissen wir zeigen, dass (4.13) als
Definition von @ tatséchlich einen wohldefinierten Ringhomomorphismus ergibt. Die Wohldefi-
niertheit von (4.13) bedeutet, dass falls x + I = y + I fiir x,y € R gilt, dann auch ¢(z) = ¢(y)
gelten muss. Dies ist aber tatséchlich der Fall, denn  + I = y + I bedeutet x — y € I, und da
I C ker(p) gilt, folgt o(x — y) = 0, also ¢(z) = ¢(y).

Fiir die Homomorphismuseigenschaft von @ sei x,y € R gegeben. Dann gilt

P+ Dy +1) =

Analog zeigt man auch die Additivitdt von . Schlieklich ist B(1z/;) = 1s klar, denn 1,7 =
1g+ I und ¢(1g) = 1g. O

Ausgestattet mit der Konstruktion von Restklassenringen kénnen wir nun den ersten Iso-
morphiesatz fiir Ringe formulieren, welcher analog zum ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen
(Satz 2.3.3) die Beziehung zwischen einem Ringhomomorphismus, seinem Kern und seinem Bild
beschreibt.

4.3.17 Satz (Erster Isomorphiesatz fiir Ringe). Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann gibt es einen eindeutigen Ringisomorphismus ¢ : R/ ker(¢) — im(p) so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

\ / (4.14)



Insbesondere gilt also

=i

B er(ip) = im(p).

Der Beweis ist praktisch der gleiche wie in Satz 2.3.3 fiir Gruppen, indem man die Aussage auf
den mengentheoretischen Fall von Satz 2.3.1 zuriickfiihrt, oder indem man direkt Lemma 4.3.16
anwendet. Wir lassen die Details daher hier weg; wichtiger als der Beweis ist sowieso die rou-
tineméfkige Anwendung des Isomorphiesatzes. Wir werden ihn im Folgenden immer wieder ver-
wenden, wenn wir das Bild eines Homomorphismus mit den Restklassen beziiglich des Kerns
identifizieren.

Wir kdnnen jetzt weitere Beispiele von Restklassenringen betrachten.

4.3.18 Beispiel. (a) Der Ring R[X]/(X?+1) ist isomorph zum Kérper der komplexen Zahlen

C via
R[X]/(X?+1) — C,

[+ (X% 4+1) — f(i). (4.15)

Formal erhélt man diesen Ringhomomorphismus, indem man zunéchst den Auswertungs-
homomorphismus

R[X] — C,
fr— 1)

betrachtet und dann die Faktorisierung iiber den Restklassenring R[X]/(X?2 + 1) mittels
Lemma 4.3.16. Da X2 4 1 im Kern der Auswertungsabbildung liegt, ist die Voraussetzung
dafiir erfiillt.?® Da sich jedes Element von C als Polynom in i mit Koeffizienten in R
schreiben lasst, sind die beiden Homomorphismen surjektiv. Es bleibt also nur noch zu
zeigen, dass der Kern der Auswertungsabbildung das Ideal (X2 + 1) nicht nur enthilt,
sondern damit iibereinstimmt; dann folgt die Behauptung durch den ersten Isomorphiesatz.
Mit anderen Worten: falls f(¢) = 0 fiir ein Polynom f € R[X] gilt, dann muss bereits f ein
Vielfaches von X2 + 1 sein. Dies sieht man am leichtesten durch Polynomdivision,

f=(X*+1)g+r,
wobei g, € R[X] und deg(r) < 2. Wegen f(i) = 0 gilt dann r(i) = 0, und da r héchstens

Grad 1 hat, muss 7 = 0 sein, also f ein Vielfaches von X? + 1.

Informell ist der Isomorphismus (4.15) leicht zu verstehen: wenn wir anstatt X einfach
i schreiben, dann sind die Elemente von C ja genau Aquivalenzklassen von Polynomen
in ¢ mit Koeffizienten in R, wobei die Aquivalenzrelation durch Umformen mittels der
Ringaxiome und i? + 1 = 0 definiert ist. Dieses Bilden der Aquivalenzklassen entspricht
genau dem Bilden von Restklassen beziiglich des Ideals (X2 + 1) in R[X].

Sei Q[v/2] der kleinste Teilring von C, der Q und v/2 enthilt. Wir zeigen, dass dieser Ring
isomorph zu

QX]/(X* - 2)

ist, wobei der Isomorphismus durch

QIX]/(X? -2) — Q[v2],

F4 (X7 —2) s F(V2). (410

gegeben ist. Diesen Homomorphismus erhélt man durch Anwendung von Lemma 4.3.16 auf
den Auswertungshomomorphismus

Q[X] — Q[v2]

fr— f(V2). ()

28Weil der Kern ein Ideal ist, und (X2 4 1) das kleinste Ideal ist, welches X2 + 1 enthiilt, liegt automatisch
auch das ganze Ideal (X2 + 1) im Kern.
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Beide Homomorphismen sind surjektiv, weil jedes Element von Q[v/2] als Polynom in /2
mit Koeffizienten in Q geschrieben werden kann. Wenn wir jetzt zeigen, dass der Kern
von (4.17) nicht nur das Ideal (X2 —2) enthilt, sondern mit ihm iibereinstimmt, dann folgt
die Behauptung durch den ersten Isomorphiesatz. Dazu verwenden wir erneut Polynomdi-
vision: sei f € Q[X] mit f(v/2) = 0 gegeben. Dann kénnen wir f in der Form

f=X?=2)g+r

schreiben, wobei g,r € Q[X] und deg(r) < 2 gilt. Also ist r von der Form aX + b fiir
a,b € Q, und r(v/2) = 0 impliziert av2 + b = 0. Da /2 irrational ist, muss a = b = 0
gelten, also r = 0, und damit ist f ein Vielfaches von X2 — 2.

(c) Sei d € N»g. Dann kann der Ring R[X]/(X?) als Ring der Taylorpolynome bis zum Grad
d — 1 aufgefasst werden. Denn jedes Polynom f € R[X] ist modulo (X¢) kongruent zu
einem Polynom vom Grad héchstens d — 1, ndmlich dem Polynom, welches man durch Ver-
nachléssigen aller Terme vom Grad d oder héher erhélt. Dies ist genau das Taylorpolynom
von f bis zum Grad d — 1 um die Stelle 0. Somit hat jedes Element von R[X]/(X?) einen
eindeutigen Reprasentanten der Form

ag+ar X +--- +ad_1Xd*1 mit ag,...,aq_1 € R.

Zwei solche Polynome werden komponentenweise addiert. Zur Multiplikation verwendet
man erst die normale Multiplikation von Polynomen und wirft dann alle Terme vom Grad
d oder hoher weg.

Informell kann man sich die Variable X als eine so kleine Zahl vorstellen, dass ihre d-te
Potenz X% vernachliissigbar ist, niedrigere Potenzen von X aber nicht. Mit dieser Interpre-
tation schreibt man auch oft ¢ anstatt X. Den Ring R[¢]/(¢?) nennt man auch den Ring
der dualen Zahlen. Man rechnet hier also mit einer neuen “Zahl” ¢, die als “so klein”
angenommen ist, dass bereits €2 = 0 gilt (obwohl & # 0).

Um die Niitzlichkeit von Restklassenringen an sich zu illustrieren, betrachten wir zwei An-
wendungen in der Zahlentheorie.

4.3.19 Lemma. Die folgenden Gleichungen haben keine ganzzahligen Ldsungen:
(a) 2* =y + 2.
(b) 23+ 9%+ 23 = 4.

Die erste Gleichung gilt dann, wenn sich zwei Quadratzahlen um genau 2 unterscheiden. Dass
es keine solchen Quadratzahlen gibt, sieht man auch leicht direkt. Deshalb dient uns die zweite
Gleichung als schwierigeres Beispiel, bei dem die Nichtexistenz von ganzzahligen Lésungen alles
andere als offensichtlich ist. Durch die Betrachtung eines geeigneten Restklassenrings und etwas
Gruppentheorie kénnen wir aber auch die zweite Gleichung als unlésbar nachweisen:

Beweis. (a) Sei x,y € Z eine ganzzahlige Losung der Gleichung 22 = y? + 2. Dann gilt fiir
deren Bilder unter dem kanonischen Homomorphismus [_] : Z — Z/47Z, dass

[]* = [y* +2] = [y]* + [2],

wobel wir in der zweiten Gleichung die Homomorphismuseigenschaft verwenden. In Z /47
gibt es nur die vier Elemente [0], [1], [2], [3], und deren Quadrate sind

Die einzigen Quadrate in Z/4Z sind also [0] und [1], und [2] ldsst sich nicht als Differenz
von zwei Quadraten darstellen.

73



(b) Sei x,y,z € Z eine ganzzahlige Losung der Gleichung 3 + y3 + 23 = 4. Dann gilt fiir die
Bilder modulo 9 ebenfalls aufgrund der Homomorphismuseigenschaft von [_] : Z — Z/9Z,
dass

(2] + [y]® + [2]° = [4]. (4.18)
Falls wir zeigen, dass diese Gleichung keine Losungen in Z/9Z hat, dann kann es also auch

keine ganzzahligen Losungen geben. Um dies zu zeigen, bestimmen wir zunéchst die dritten
Potenzen in Z/9Z,

[0)* = [0], [ =11, 2* = 8], [3)° = [0], [41° = (1],

[8]° = [8], [7° = [1], [6]° = [0], [5]° = [8].
Dabei ist jeder Eintrag in der zweiten Zeile genau das additive Inverse in Z/97Z des Eintrags
in der ersten Zeile, der Wert folgt also direkt aus (—a)® = —a?, was in jedem Ring gilt. Wir

stellen somit fest, dass die einzigen dritten Potenzen in Z /97 die Elemente [0], [1], [—1] sind,
und [4] lasst sich offensichtlich nicht als Summe von drei solchen Elementen darstellen. O

4.4 Idealarithmetik und Chinesischer Restsatz

Es gibt verschiedene Arten, wie man aus gegebenen Idealen neue machen kann.
4.4.1 Lemma. Sei R ein kommutativer Ring und I,J C R Ideale.

(a) Der Durchschnitt
InJ

ist das grof$te Ideal, welches in I und J enthalten ist.

(b) Die Summe
I+J={a+blaclbeJ}

ist das kleinste Ideal, welches I und J enthdlt.
(¢) Das Idealprodukt

1J = {i: a,gbg

neN, a€l, ngJ}
=1

ist ein Ideal.

Auflerdem gelten
IJCIinJCIl+J (4.19)

Das Idealprodukt besteht in Worten ausgedriickt also aus allen endlichen Summen von Pro-

dukten aus einem Element von I und einem Element von J.

Beweis. (a) Falls ,y € I N J, dann folgt auch  +y € I N J, weil sowohl I als auch J
abgeschlossen unter Addition sind. Fiir r € R folgt analog ro € TN J. Also ist I NJ
tatséchlich ein Ideal. Es ist klar, dass I N J die grofite Teilmenge von R ist, die sowohl in
I als auch in J enthalten ist. Damit ist es auch automatisch das grofite Ideal mit dieser
Eigenschaft.

(b) Falls
r1+yr €1+ J, oty €I+ J

mit 2, € I und yy € J, dann gilt auch 1 + 22 € I und y; +y2 € J, also
(T +y1) + (w2 +y2) € T+ J,
und somit ist I 4+ J abgeschlossen unter Addition. Falls aufierdem r € R, dann folgt auch
r(xr+y1)=rer+ryy € IT+J

wegen rx; € I und ry; € J.

Esgilt I C I+ J weil x40 € I+ J fiir alle z € I, und analog J C I + J. Falls andererseits
K C R ein Ideal ist mit I C K und J C K, dann gilt auch I +J C K, weil K abgeschlossen
unter Addition ist.
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(c) Die Menge IJ ist per Definition abgeschlossen unter Summen. Sie ist abgeschlossen unter
Multiplikation mit einem beliebigen r € R, weil dies bereits fiir I gilt, und insbesondere

rag € I in
n

r- Zagbg = Z(Tag)bg.
(=1 (=1
Beziiglich (4.19) ist die Inklusion I NJ C I+ J klar, weil ja INJ C T C I+ J. Fiir die
Inklusion IJ C I N J zeigen wir, dass jedes Element Y, ; agby von IJ auch zu I N J gehort.
Zunéchst gehort jedes Produkt agby zu I, weil ay € I und I abgeschlossen unter Multiplikation
mit beliebigen Ringelementen ist, also insbesondere mit b,. Analog folgt, dass es zu J gehort, also
sogar asby € INJ. Weil INJ als Ideal abgeschlossen unter Summen ist, folgt Z?Zl agby € INJ. O

4.4.2 Bemerkung. (a) Die Menge der Ideale eines kommutativen Rings bildet eine teilgeord-
nete Menge beziiglich der Inklusion von Idealen, und wir bezeichnen sie mit

Id(R) :=={I C R | I ist ein Ideal}.

Durch die in Lemma 4.4.1 angegebenen Eigenschaften von Durchschnitt und Summe werden
diese beiden zu bindren Infima bzw. Suprema in Id(R) (im Sinne von Abschnitt 3.3).

(b) Die Inklusion IJ C I N J mag kontraintuitiv erscheinen, weil man sich zunéchst vielleicht
ein Produkt IJ als “grofser” als einen Durchschnitt vorstellt. Diese Intuition ist fiir das
Idealprodukt aber komplett falsch. Dies ist eng verwandt damit, dass Teilbarkeit die In-
klusion von Hauptidealen umkehrt: fiir a = bc in R, also falls b ein Teiler von a ist, dann
gilt offensichtlich

(a) € (b).

Zum Beispiel in Z ist 2 | 6, aber (6) C (2).
4.4.3 Beispiel. Fiir n,m € N gelten in Z die Formeln
(n) N (m) = (kgV(n,m)),  (n)+(m) = (ggT(n,m)),  (n)(m)= (nm). (4.20)
Insbesondere gilt fiir teilerfremde n, m,
(n) N (m) = (nm) = (n)(m).

Jetzt zum Beweis der Formeln. Tatséchlich besteht (n) N (m) genau aus den ganzen Zahlen,
die sowohl durch n als auch durch m teilbar sind, also genau aus den Vielfachen von kgV(n, m).
Dagegen ist

(n)+ (m)={an+bm | a,b € Z},

und dies sind bekanntermafen genau die Vielfachen von ggT(n,m). Insbesondere ergibt sich
daraus die Bézout-Identitét: falls n und m teilerfremd sind, dann gibt es ganze Zahlen a,b € Z,
so dass

an +bm = 1.

Schlieftlich besteht das Idealprodukt (n)(m) per Definition aus endlichen Summen von Pro-
dukten von Vielfachen von n mit Vielfachen von m. Jedes solche Produkt ist ein Vielfaches von
nm, und umgekehrt ist jedes Vielfache k - nm = kn - m bereits ein solches Produkt. Also ist
(n)(m) genau das Hauptideal (nm).

In Beispiel 2.6.5 hatten wir fiir teilerfremde n,m € Z einen Isomorphismus von abelschen
Gruppen
Z/mnZ 2 7/nZ X Z/mZ

konstruiert. Der bald folgende chinesische Restsatz verallgemeinert diesen auf drei verschiedene
Arten:

> von einem Isomorphismus von abelschen Gruppen auf einen Isomorphismus von Ringen,

> von zwei teilerfremden Zahlen auf beliebig viele teilerfremde Ideale, und
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> von Z auf beliebige kommutative Ringe.
Fiir letztere Verallgemeinerung brauchen wir einen geeigneten Begriff von teilerfremden Idealen:
4.4.4 Definition. Zwei Ideale I,J C R heiflen teilerfremd, wenn I + J = R gilt.

Mit anderen Worten: teilerfremd bedeutet, dass es z € I und y € J gibt, so dass z +y = 1.

4.4.5 Beispiel. In Z sind die Ideale (n) und (m) nach (4.20) genau dann teilerfremd, wenn n
und m teilerfremd sind, also ggT(n,m) = 1 gilt.

Die folgende Aussage charakterisiert dann, was passiert, wenn wir Restklassen beziiglich eines
Schnitts von teilerfremden Idealen bilden.

4.4.6 Satz (Chinesischer Restsatz). Sei R ein kommutativer Ring und Iy, ..., I, C R paarweise
teilerfremde Ideale. Dann ist die kanonische Abbildung

k
¢:R— [[R/L

j=1
xr— (x+1,...,x + I)

(4.21)

(a) ein surjektiver Homomorphismus,

(b) hat Kern ker(¢) =" I;, und

=1

(¢) induziert einen Ringisomorphismus

k k
R/ L = [[R/L-
j=1 j=1

Beweis. Teil (c) folgt aus den anderen beiden Aussagen zusammen mit dem ersten Isomorphiesatz
(Satz 4.3.17). Weiters ist Teil (b) klar, da = € ker(¢) genau dann gilt, wenn = mod I; = 0 fiir
alle j, also x € I; fiir alle j gilt. Es bleibt also nur die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen.

Wir zeigen dann zunéchst

k
L+[[5=r
j=2

Nach Voraussetzung gibt es «; € I1 und y; € I; mit x; + y; = 1 fiir alle j > 2. Also auch

k
H(xj +yj) =1.
=2

Ausmultiplizieren der linken Seite ergibt einerseits Terme, in denen mindestens ein Faktor z;
vorkommt, und andererseits den Term yo---yr € H?:z I;. Die Terme vom ersten Typ liegen
alle in I7, da I; ein Ideal ist, und somit liegt auch ihre Summe in I;. Also gilt in der Tat
1€+, I;, und damit Iy + [[5_, I; = R.
Allgemeiner gilt fiir alle ¢ also
L+][L =R

J#t
Es gibt daher ay € Iy und by € [ oy I; mit ap+b; = 1 fiir alle £. Konkret konnen solche Elemente
ag und by durch die im vorherigen Absatz beschriebene Vorgehensweise gefunden werden. Auf
der rechten Seite von (4.21) ist das Element by genau 1 in der ¢-ten Komponente und 0 in allen
anderen Komponenten, denn

Qﬁ(b[) = (bg + Ila .. '7b£ + Ik)a
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und es gilt by + I; = I; wegen by € I; fiir alle j # ¢, und by + I, =1 —ap + I, = 1 + I, wegen
ay € Iy. Mit anderen Worten, ¢(b;) ist genau der “Standardbasisvektor” mit 1 in der ¢-ten Kom-
ponente und 0 in allen anderen Komponenten. Durch das Bilden von Linearkombinationen mit
Koeffizienten aus R kénnen wir dann jedes Element von Hle R/I; erreichen: fiir ein beliebiges
Element

k
(214 0,z + Ie) € [[ R/ (4.22)
j=1
gilt dann
k k k
<P<Z Zébz> =Y o(z)ebe) =D @(z0) - (0,..., 14 I, ..., 0)
=1 =1 (=1

|
]~

(07...,2’[-1-][,...,0)

~
I
—

—~

21—|—Il,...,zk+lk).

Daher liegt das Element (4.22) im Bild von ¢, und da es beliebig war, ist ¢ tatsichlich surjektiv.
O

4.4.7 Beispiel. Der klassische Fall ist R = Z. In diesem Fall ist der chinesische Restsatz sehr
niitzlich fiir das konkrete Rechnen modulo n, insbesondere wenn n viele Primfaktoren hat. Denn
mit der Primfaktorzerlegung n = [[p{" gilt

z/nZ =[] 2/p5 2.

(a) Fiir n =10 gilt
Z/10Z = 7,27 x L./5L.

(b) Zum Beispiel fiir n = 60 = 22 - 3 - 5 erhalten wir
Z/60Z = Z/AZ x Z/3Z x Z/5Z.

Angenommen, wir wollen zum Beispiel p(—2, 8) fiir ein kompliziertes Polynom p € Z[X,Y]
berechnen, wir brauchen aber nur den Wert von p(—2,8) modulo 60.?° Dann kénnen
wir stattdessen wie im Beweis von Lemma 4.3.19 direkt mit Restklassen rechnen und
p([—2],[8]) € Z/60Z bestimmen. Jetzt folgt die Anwendung des chinesischen Restsatzes:

> Anstatt der urspriinglichen Zahlen [—2] und [8] in Z/60Z betrachten wir die Restklas-
sen modulo 4, 3 und 5, also die Tripel
([=21, [=2], [=2]) = ([2), [1], [3])
([8], [8], [81) = ({01, [21], [3])
> Wir berechnen p fiir jede Komponente dieser Tripel, also p([2],[0]) in Z/4Z und

p([1],[2]) in Z/3Z und p([3], [3]) in Z/5Z. Dies ist sinnvoll, weil eine Rechnung modulo
60 deutlich aufwéndiger ist als drei Rechnungen modulo 4, 3 und 5!

€ ZJAZ x 7./37 x L./57.

> Als Ergebnis bekommen wir ein neues Tripel in Z/4Z x 7 /37 x Z/5Z. Jetzt miissen
wir dieses Tripel nur noch zuriickiibersetzen in eine Restklasse modulo 60. Dies ist
dank des chinesischen Restsatzes eindeutig moglich.

Auch fiir Polynomringe ist der chinesische Restsatz sehr niitzlich. Dies wird in den Ubungen
genauer betrachtet.

29Man denke zum Beispiel an Minuten oder Sekunden, die ja modulo 60 gezahlt werden.
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4.4.8 Beispiel. Ein Element ¢ € R mit e? = e heift idempotent. Solche Elemente beschreiben
Zerlegungen eines Ringes als Produkt, wie man nach dem chinesischen Restsatz folgendermafien
zeigt. Betrachte dazu die Ideale

I = (e), J=(1-e).

Dann sind I und J teilerfremd, denn
et+(l—e)=1.
Auklerdem gilt sogar I N J = {0}. Ist ndmlich x € I N J, dann gibt es a,b € R mit
x=ae=">b(1-e),
und mit e? = e folgt daraus
r=ae=ae? =b(l—e)e=0,

so dass in der Tat I NJ = {0}. Nach dem chinesischen Restsatz folgt also, dass die Abbildung

R— R/(e) x R/(1—¢)

zr— (x4 (e),z+ (1 —¢))
ein Isomorphismus ist. Jedes idempotente Element e liefert also eine Zerlegung von R als Produkt
von zwei Ringen, namlich R/(e) und R/(1 — e).

Ein konkretes Beispiel, bei dem die Produktstruktur nicht schon in der Definition von R

sichtbar ist, erhélt man fiir
R:= K[X]/(X? - X)

mit einem Korper K. Fiir die Restklasse
e=X+(X*-X)€ER
gilt
e?—e=X"-X+(X?-X)=0,

also ist e idempotent.
Wir betrachten nun die durch Auswertung an 0 bzw. 1 gegebenen Abbildungen

evg : R— K evi : R— K
[+ (X% = X) — f(0), 4+ (X2 = X) — f(D).

Weil beide Abbildungen offensichtlich surjektiv sind und Kern (e) bzw. (1 — e) haben, folgt mit
dem ersten Isomorphiesatz
R/(e) 2 K, R/(1—e) =K.

Zusammen mit der obigen Produktzerlegung ergibt sich also
K[X]/(X? - X)2 K x K.

4.4.9 Bemerkung. Der Chinesische Restsatz ist benannt nach dem chinesischen Mathematiker
f4F (Sunzi / Meister Sun, ca. 5. bis 3. Jahrhundert v.u.Z.), der in seinem mathematischen
Handbuch ein Beispiel von Satz 4.4.6 formulierte. Korrekterweise sollten wir also eigentlich von
dem Satz von Sun sprechen.

4.5 Integritiatsringe und Teilbarkeitstheorie

Teilbarkeit von ganzen Zahlen ist ein zentrales Konzept in der Zahlentheorie und kommt auch
in vielen Anwendungen der Mathematik vor, zum Beispiel in der Kryptographie.?? In diesem
Abschnitt untersuchen wir, ob und inwieweit sich die Teilbarkeitstheorie der ganzen Zahlen auf
allgemeine kommutative Ringe iibertragen ldsst. Wie oft in der Mathematik funktioniert dies
unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen besonders gut, und diese Voraussetzungen fiithren
dann zu interessanten Klassen von Ringen.

300der in iiberraschenden Kontexten wie zum Beispiel in der Biologie, wo der 17-jéahrige Lebenszyklus mancher
Zikadenarten moglicherweise dadurch erklért werden kann, dass 17 als Primzahl besonders gut geeignet ist, um
sich vor Fressfeinden zu schiitzen, die kiirzere Lebenszyklen haben.
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4.5.1 Definition. Sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Dann heifit a Teiler von b,
geschrieben a | b, falls es ein ¢ € R mit
b=ac

gibt.

Man sieht leicht, dass Teilbarkeit eine reflexive und transitive Relation auf R ist. Somit
handelt es sich um eine Préordnung auf R im Sinne von Definition 3.1.1.

4.5.2 Beispiel. (a) In Z ist dies genau die bekannte Teilbarkeitsrelation.
(b) In einem Korper ist a | b fiir alle a # 0 und alle b.
(¢) In jedem kommutativen Ring gilt a | 0 fiir alle a, weil 0 = a - 0.

(d) In Z/127Z kénnen wir Elemente, die sich gegenseitig teilen, zusammenfassen und die entste-
henden Klassen durch umgekehrte Teilbarkeit anordnen. Dies ist deshalb sinnvoll, weil ge-
wohnliche Teilbarkeit der Inklusion von Hauptidealen entgegengesetzt ist (Bemerkung 4.4.2).
Dies ergibt das folgende Hassediagramm:

{[1], 51,

[7], (11}
B, 19}
6]}

{l

Zum Beispiel liegen [2] und [10] in derselben Klasse, weil sie sich gegenseitig teilen. Die
Klasse der Einheiten steht ganz oben, und [0] steht ganz unten, weil jedes Element die
Nullklasse teilt.

In der folgenden Klasse von Ringen funktioniert die Teilbarkeitstheorie besonders gut.
4.5.3 Definition. Ein kommutativer Ring R heifit Integritdtsring, falls 0 # 1 und
zy=0 = x=0 oder y=0 (4.23)
n R.
Die Bedingung (4.23) nennt man auch die Nullteilerfreiheit von R, denn ein Element x # 0
mit xy = 0 fiir ein y # 0 heift Nullteiler.

4.5.4 Beispiel. (a) Falls R ein Integritdtsring ist, dann ist auch der Polynomring R[X] ein
Integritdtsring. Sind namlich f,g € R[X] zwei von 0 verschiedene Polynome, dann sind
auch ihre Leitkoeffizienten # 0. Da R keine Nullteiler besitzt, ist auch das Produkt dieser
Leitkoeffizienten # 0. Folglich ist der Koeffizient von X deg(f)+deg(9) i £ von 0 verschieden,
also fg # 0. Insbesondere ist K[X] fiir jeden Korper K ein Integritdtsring.

(b) Fiir n € N5 ist Z/nZ genau dann ein Integritétsring, wenn n eine Primzahl ist.

Falls n nicht prim ist, so gibt es eine Zerlegung n = ab mit 1 < a,b < n. Dann sind
[a], [b] # [0] in Z/nZ, aber
[a][b] = [ab] = [n] = [0],

also ist Z/nZ kein Integrititsring.



Falls umgekehrt n = p prim ist und

in Z/pZ gilt, dann bedeutet dies p | ab. Da p prim ist, folgt daraus p | a oder p | b, also
[a] = [0] oder [b] = [0]. Somit ist Z/pZ ein Integrititsring.

(¢) Falls R und S kommutative Ringe mit 0 # 1 sind, dann ist der Produktring R x S kein
Integritétsring. Denn in R x S gilt

(1,0)-(0,1) = (0,0),
obwohl sowohl (1, 0) als auch (0, 1) von (0,0) verschieden sind.

In jedem Integritéitsring kann man in Gleichungen wie gewohnt kiirzen, was in allgemeinen
Ringen nicht moglich ist:

4.5.5 Lemma. In jedem Integrititsring gilt fir alle a € R\ {0},
ar =ay = T=y.

Beweis. Falls ax = ay, dann gilt a(z—y) = 0. Da R ein Integritétsring ist, folgt daraus z—y = 0,
also x = y. O

Fiir Primzahlen p € Z sind zwei Eigenschaften charakteristisch. Einerseits lésst sich eine
Primzahl p nicht weiter faktorisieren: aus einer Zerlegung p = ab folgt bereits, dass a oder b eine
Einheit, also 41, ist. Andererseits gilt das Lemma von Euklid:

pley = p|x oder p|y.

Diese beiden Eigenschaften lassen sich auf allgemeine Integritétsringe iibertragen, fithren dort
aber zu zwei verschiedenen Begriffen:

4.5.6 Definition. Sei R ein Integrititsring und p € R mit p # 0 und p ¢ R*.

(a) Das Element p heifit irreduzibel, falls aus jeder Zerlegung p = ab folgt, dass a oder b eine
Einheit ist.

(b) Das Element p heifit prim, falls fir alle x,y € R gilt, dass

pley = plx oder ply.

In Z stimmen die Begriffe von irreduzibel und prim iiberein, weil beide Klassen von Elementen
genau die Primzahlen sind. Im allgemeinen ist das aber nicht der Fall:

4.5.7 Beispiel. Betrachte den Ring
R =7Z[v-5] CC.
Dann ist 2 € R irreduzibel, aber nicht prim.

> 2 ist nicht prim: Es gilt

6=2-3=(1+v-5)(1—-+v-5).
Also teilt 2 das Produkt (14++/—5)(1—+/—5). Andererseits teilt 2 keinen der beiden Faktoren

einzeln: aus
1+v-5=2-(a+bV/-5)

wiirde durch Koeffizientenvergleich 1 = 2a und 1 = 2b folgen, was in Z unmoglich ist.
Analog teilt 2 auch 1 — /=5 nicht.
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> Um die Irreduzibilitdt von 2 zu zeigen, betrachten wir die “Norm” N : R — N definiert
durch
N(a+bvV=5) = a® + 5b* = |a + byv/—5|?.

Diese ist multiplikativ, also N(xy) = N(z)N(y), und es gilt N(2) = 4. Falls nun 2 = zy
eine Zerlegung in R ist, dann folgt 4 = N(2) = N(z)N(y). Falls weder x noch y eine Einheit
ist, dann gilt N(z), N(y) > 1, also notwendigerweise N(x) = N(y) = 2. Die Gleichung

a®+5b% =2

hat aber keine ganzzahlige Losung.?! Also muss doch einer der beiden Faktoren eine Einheit
sein, und somit ist 2 irreduzibel.

Allgemein gilt aber immerhin eine Implikationsrichtung:
4.5.8 Lemma. In jedem Integrititsring ist jedes Primelement irreduzibel.

Beweis. Sei p € R prim und eine Faktorisierung p = ab gegeben. Dann gilt insbesondere p | ab.
Da p prim ist, folgt also p | @ oder p | b. Im ersten Fall gibt es also ein ¢ € R mit a = pc, und
dann folgt

p = ab = pcb,

also nach p # 0 und Lemma 4.5.5 ¢b = 1, so dass b eine Einheit ist. Im Fall p | b folgt analog,
dass a eine Einheit ist. Also ist immer a oder b eine Einheit, und somit ist p irreduzibel. O

Es stellt sich daher die Frage, unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen an R die Begriffe
von irreduzibel und prim zusammenfallen. Dazu kommen wir in den folgenden Abschnitten.

4.5.9 Beispiel. Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, dass in Z[i] die Begriffe von irre-
duzibel und prim tatséichlich zusammenfallen. Diese Elemente von Z[i] werden auch gaufische
Primzahlen genannt.

(a) Das Element 3 € Z[i] ist irreduzibel. Um dies zu sehen, betrachten wir die Norm
N(r + si) = |r + si]> =2 + 52,
die multiplikativ ist. Aus einer Faktorisierung 3 = zy folgt dann
9=N(3)=N(z)N(y).

Falls N(z) = 1, dann ist = £1 oder & = %1, also eine Einheit. Analog ist y eine Einheit,
falls N(y) = 1 ist. In beiden Féllen ist also einer der Faktoren eine Einheit. Der {ibrige
dritte Fall ist N(x) = N(y) = 3. Dies kann aber gar nicht auftreten, weil es gar kein
Element r + si € Z[i] mit Norm 3 gibt: die Gleichung

r24+s2=3

hat keine ganzzahlige Losung. Also muss in jeder Faktorisierung von 3 einer der beiden
Faktoren eine Einheit sein, und damit ist 3 irreduzibel.

(b) Andererseits ist 5 in Z[i] nicht irreduzibel, denn
5= (2+14)(2—1),
und weder 2 + i noch 2 — i ist eine Einheit.??

4.5.10 Satz. Fir jedes Ideal I C R in einem kommutativen Ring R sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

31Falls b # 0 wire, dann wire die linke Seite mindestens 5, also muss b = 0 sein. Dann wire a?> = 2, was
bekanntermafien keine ganzzahlige Losung hat.

32Die Einheitengruppe ist Z[i]* = {#£1,4i}. Es gibt keine anderen invertierbaren Elemente, weil ab = 1
impliziert N(a)N(b) = N(ab) = N(1) =1, also N(a) = N(b) = 1, und die einzigen Elemente mit Norm 1 sind +1
und =+i.
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(a) R/I ist ein Integritdtsring.
(b) Es gilt I # R, und fir alle x,y € R ist

zyel = =zl oderyecl. (4.24)

Ein Ideal mit der Eigenschaft (b) heifst auch Primideal.

Beweis. Nach Definition des Restklassenrings gilt O,y = I und 1g,; = 1+, alsoist Og;; # 1g/1
dquivalent zu I # R.
Fiir z,y € R gilt nach Definitionen der Multiplikation in R/I, dass

(x+1)(y+1)=0g; <= wxycl,

und x + I = Og/r bzw. y + I = Op,s ist dquivalent zu x € I bzw. y € I. Dadurch tibersetzt sich
die Nullteilerfreiheit in R/I, also die Eigenschaft

(x+I)(y+1)=0g; = x+1=0g; oder y+1=0pg/,
gerade in die Primidealeigenschaft (4.24). O

4.5.11 Lemma. In jedem Integritdtsring gilt fiir Hauptideale:
@)= <= z~y

Beweis. Falls x ~ y, gibt es eine Einheit v € R* mit « = uy. Daraus folgt x € (y), also (z) C (y).
Da u invertierbar ist, gilt umgekehrt auch y = u='x, also genauso (y) C (), und somit (z) = (y).
Diese Richtung gilt insbesondere in jedem kommutativen Ring.

Sei umgekehrt (z) = (y). Aus x € (y) und y € (z) folgt, dass es a,b € R gibt mit

T = ay, y = bx.

Einsetzen liefert © = abx. Falls « # 0 ist, dann folgt 1 = ab nach Lemma 4.5.5, so dass a,b € R*
und in der Tat x ~ y. Falls andererseits x = 0 ist, dann ist auch y = 0, und somit trivialerweise
T ~y. O

4.6 Euklidische Ringe

Ein Euklidischer Ring ist ein Ring, in dem es Division mit Rest gibt, die auf &hnliche Art und
Weise wie in Z funktioniert. In den folgenden Unterabschnitten werden wir sehen, dass dies viele
weitere niitzliche Konsequenzen hat, zum Beispiel eine verallgemeinerte Primfaktorzerlegung.
Euklidische Ringe sind den ganzen Zahlen Z in vielen Eigenschaften dhnlich und bilden die
kleinste Klasse von Ringen in Abbildung 15.

4.6.1 Definition. FEin Integrititsring R heifst euklidisch, falls es eine Abbildung
v: R\{0} —N
gibt mit folgender Figenschaft: fir jedes x € R und a € R\ {0} existieren q,r € R mit
xr=qa+r, (4.25)
und so dass entweder r = 0 oder v(r) < v(a).

Eine solche Abbildung v nennen wir Gradfunktion. Die Bezeichnung “euklidisch” geht dabei
auf den euklidischen Algorithmus zur Berechnung des gréften gemeinsamen Teilers von zwei
ganzen Zahlen, der auf der Division mit Rest basiert, zuriick. Der Begriff von euklidischem Ring
axiomatisiert also Division mit Rest, so wie von den ganzen Zahlen bekannt und von Polynomen
bekannt ist. Dies fithrt direkt zu den ersten beiden Beispielen.
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Abbildung 17: Beweis von Satz 4.6.3 mit a = 2 + i: die Vielfachen von a bilden ein Gitter.

4.6.2 Beispiel. (a) In Z ist fiir jedes x € Z Division durch jedes a € Z\ {0} mit Rest moglich,
wobei fiir den Rest
0<r<]al

gilt. Mit v(n) := |n| ist also die Definition erfiillt.

(b) Fiir jeden Korper K kann jedes Polynom f € K[X] durch jedes a € K[X]\ {0} mit Rest
dividiert werden, wobei fiir den Rest r gilt, dass entweder » = 0 oder deg(r) < deg(a) ist.
Mit v(f) == deg(f) ist also auch K[X] ein euklidischer Ring.

Das folgende Beispiel ist weniger einfach, und deshalb formulieren wir die Aussage als Satz.

4.6.3 Satz. Die gaufischen Zahlen Z[i] sind ein euklidischer Ring beziiglich

v(z) = |z|* = 27.

Beweis. Zu zeigen ist, dass es fiir jedes x,a € Z[i] mit a # 0 Elemente ¢, r € Z[i] gibt mit
r=qa+r

und |r| < |a|. Dazu stellen wir uns die Menge der Vielfachen ga geometrisch vor. Diese Menge
besteht aus @ und ¢a und allen ganzzahligen Linearkombinationen davon, also aus allen Punkten
eines Gitters, das durch die Punkte a und ia aufgespannt wird (Abbildung 17). Aufgrund elemen-
tarer euklidischer Geometrie ist klar, dass jeder Punkt in der komplexen Ebene hichstens um die
halbe Diagonale eines fundamentalen Quadrats (gestrichelt), also |a|/v/2, von einem Gitterpunkt
entfernt ist. Somit kann |r| < |a|/v/2 < |a| erreicht werden. O
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4.7 Hauptidealringe

Hier betrachten wir eine weitere etwas breitere Klasse von Ringen. In diesen Ringen gibt es nicht
mehr unbedingt einen Begriff von Division mit Rest, aber wir werden sehen, dass diese Ringe
immer noch sehr gute Eigenschaften haben, zum Beispiel eine Primfaktorzerlegung.

4.7.1 Definition. FEin Integrititsring R heifst Hauptidealring, falls jedes Ideal von einem
Element erzeugt ist.

Mit anderen Worten: Hauptidealring bedeutet, dass die Ideale genau die Hauptideale sind,
also die Ideale der Form (a) = aR fiir a € R.

4.7.2 Beispiel. In Beispiel 4.3.9(a) hatten wir bereits gesehen, dass diese Bedingung fiir Z erfiillt
ist. Da Z sowieso ein Integritétsring ist, ist Z also ein Hauptidealring.

Wir beweisen jetzt eine der Inklusionen aus Abbildung 15, die weitere Beispiele von Haupt-
idealringen liefert.

4.7.3 Satz. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Den folgenden Beweis kann man als Verallgemeinerung des Beweises fiir Z auffassen, den wir
bei (2.32) gefiihrt haben. (Dieser funktioniert deshalb auch ringtheoretisch, weil Z die besondere
Eigenschaft hat, dass jede additive Untergruppe von Z bereits ein Ideal ist.)

Beweis. Sei R euklidisch und I C R ein Ideal. Wenn I = {0}, dann ist I von 0 erzeugt, also
Hauptideal. Ansonsten sei ¢ € I ein Element mit minimalem v(a), also v(z) > v(a) fir alle
x € I'\{0}. Wir behaupten dann I = (a).

In der Tat ist (a) C I trivial, denn a € I und (a) ist das kleinste Ideal, das a enthélt. Sei
umgekehrt z € I. Dann betrachten wir Division mit Rest wie in Definition 4.6.1: es gibt eine
Darstellung

r=qa-+r

mit ¢, € R und entweder r = 0 oder v(r) < v(a). Der zweite Fall kann aber nicht eintreten,
denn r = 2 — qa € I mit v(r) < v(a) widerspricht der Minimalitit von v(a). Also muss r = 0
gelten, und damit = = qga € (a). O

Der Beweis sagt uns sogar, wie wir fiir ein gegebenes Ideal ein erzeugendes Element finden,
namlich ein beliebiges a € T\ {0} mit minimalem v(a).
Nach Beispiel 4.6.2 bekommen wir also folgende wichtige Konsequenz:

4.7.4 Korollar. Fir jeden Korper K ist der Polynomring K[X] ein Hauptidealring.

4.7.5 Beispiel. Nach Satz 4.6.3 sind auch die gaufschen Zahlen Z[i] ein Hauptidealring.
Es gibt aber auch Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind:

4.7.6 Beispiel. Der Ring

247

ist ein Hauptidealring, aber kein euklidischer Ring. Der Beweis wird in den Ubungen iiber mehrere
Aufgaben verteilt behandelt.

Im Gegensatz zu allgemeinen Integritétsringen haben Hauptidealringe eine besser kontrollier-
bare Teilbarkeitstheorie. Insbesondere:

4.7.7 Satz. In jedem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring und p € R irreduzibel. Zu zeigen ist, dass p prim ist, also dass

pley = plx oder ply Vz,y € R.
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Seien also z,y € R mit p | zy gegeben. Angenommen, es gilt p { x. Wir zeigen, dass dann p | y
der Fall sein muss. Da R ein Hauptidealring ist, gibt es d € R mit

(p,x) = (d). (4.26)

Da p € (d) gilt, folgt d | p. Weil p irreduzibel ist, muss daher entweder d eine Einheit sein oder
d ~ p gelten.

Der zweite Fall ist unmdoglich: Aus d ~ p wiirde wegen (d) = (p,x) auch z € (d) = (p) folgen,
also p | z, im Widerspruch zur Annahme. Also ist d eine Einheit und damit (p,z) = (d) = R.
Nach der Beschreibung von erzeugten Idealen (Lemma 4.3.7) gibt es daher a,b € R mit

ap + bx = 1.
Multiplikation mit y liefert
y = apy + bxy.

Da jetzt beide Summanden Vielfache von p sind, folgt wie gewiinscht p | y, und damit ist p
prim. O

4.7.8 Beispiel. In Z gilt nach (4.20),
(m,n) = (m) + (n) = (ggT(m,n)),  (m)N(n)=(kgV(m,n)).

Die Tatsache, dass Z ein Hauptidealring ist, spiegelt sich hier darin wider, dass die Summe und
der Durchschnitt von Hauptidealen wieder Hauptideale sind.

Man kann zeigen, dass diese Gleichungen sogar in jedem Hauptidealring gelten: Ein erzeugen-
des Element von (a) + (b) ist ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b, und ein erzeugendes
Element von (a) N (b) ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Insbesondere gilt im
vorherigen Beweis also d = ggT(p, z), wodurch das Argument noch anschaulicher wird.

4.8 Faktorielle Ringe und Faktorisierungstheorie

In den ganzen Zahlen ist die Primfaktorzerlegung eines der wichtigsten Werkzeuge iiberhaupt:
Jede ganze Zahl aufler 0 und £1 lasst sich als Produkt von Primzahlen schreiben, und diese
Darstellung ist eindeutig bis auf Reihenfolge und Vorzeichen. Da Vorzeichen genau Einheiten in
Z sind, ist diese Eindeutigkeit also eigentlich eine Eindeutigkeit bis auf Reihenfolge und Assozi-
iertheit.

Fiir allgemeine Integritétsringe kann man nicht erwarten, dass sich die Teilbarkeitstheorie
immer so gut verhélt. So haben wir in Beispiel 4.5.7 bereits gesehen, dass die Begriffe irreduzibel
und prim auseinanderfallen kénnen. Trotzdem gibt es viele wichtige Ringe, in denen eine sinnvolle
Version der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt. Dies fithrt zu folgender Definition.

4.8.1 Definition. Ein Integrititsring R heifit faktoriell, falls jedes Element von R\ ({0}URX)
als Produkt von irreduziblen Elementen dargestellt werden kann und diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig ist.

Formal ausbuchstabiert bedeutet dies folgendes fiir jedes € R mit « # 0 und = ¢ R*:

(a) Es gibt eine Faktorisierung der Form

T=1p1Pn, (4.27)

wobei die pq,...,p, € R irreduzibel sind.

(b) Falls es eine weitere Faktorisierung in irreduzible Elemente

T =4dq1- " qm

gibt, dann gilt m = n und es gibt eine Permutation o € S,, mit

Pi ~ Go(i)-
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4.8.2 Beispiel. Z ist faktoriell, denn die obigen Bedingungen sind genau die Eigenschaften der
Primfaktorzerlegung in Z, mit den Primzahlen als irreduziblen Elementen und p; = £¢,(;) als
Assoziiertheit. Dass die Eindeutigkeit nur bis auf Permutationen und Assoziiertheit gelten kann,
ist unvermeidlich: in Z unterscheiden sich zum Beispiel die beiden Faktorisierungen

6=2-3=(-3)(-2)

durch die Reihenfolge der Faktoren und die Vorzeichen, also durch Permutationen und Assozi-
iertheit.

4.8.3 Bemerkung. Manchmal wird in der Faktorisierung (4.27) auch eine Einheit u € R*
vorangestellt, also
T=Up1--Pn. (4.28)

Dies macht aber keinen Unterschied, denn u kann man einfach zu einem der Faktoren p; dazu-
rechnen, also p; = up; verwenden, und p) ist dann immer noch irreduzibel.®3

Wir werden im Folgenden zeigen, dass alle Hauptidealringe faktoriell sind. Der Beweis besteht
aus zwei Teilen. Zuerst braucht man eine Bedingung, die garantiert, dass iteriertes Faktorisieren
jedes Elements irgendwann zum Ende kommt. Danach muss man zeigen, dass in Hauptidealringen
irreduzible Elemente bereits prim sind, denn genau diese Eigenschaft wird die Eindeutigkeit der
Faktorisierung nachweisen lassen. Beginnen wir mit der ersten Bedingung.

4.8.4 Definition. Ein kommutativer Ring R heifit noethersch,>* falls jede aufsteigende Folge
von Idealen
LCLCIz;C...

stabilisiert, das heifit, es gibt einn € N mit I, = I,y 1 = Inyo = ...
4.8.5 Beispiel. Z ist noethersch, denn jede aufsteigende Folge von Idealen in Z hat die Form
(a1) C (a2) C(a3z) C ...
fiir eine Folge von ganzen Zahlen mit
<] as|az|a.

Falls a,, = 0 fiir alle n, dann stabilisiert sich die Folge der Ideale trivialerweise. Sonst kénnen wir
bereits a; # 0 annehmen, indem wir gegebenenfalls das Nullideal zu Anfang weglassen. Dann
gilt |a1| > |az| > |as| > ..., so dass sich die Folge der Betrige stabilisieren muss, also ab einem
geeigneten n gilt

:tan = :|:a,n+1 = ﬂ:an_;'_g =....

Dies impliziert aber (a,) = (an+1) = (ant2) = ..., also stabilisiert sich die Folge der Ideale ab
n.

Der Beweis folgender Aussage verallgemeinert dieses Beispiel und ist eine schone Illustration
des Begriffs von noetherschen Ringen.

4.8.6 Lemma. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring und I3y C Io C I5 C ... eine aufsteigende Folge von Idealen in
R. Wir betrachten dann die Menge
(oo}
Ioo = U In7
n=1

33Falls a irreduzibel ist und u eine Einheit, dann ist ua auch irreduzibel, denn aus einer Zerlegung ua = bc folgt
a = u~1bc, und da a irreduzibel ist, muss u~'b oder c eine Einheit sein, also auch b oder c.

34Benannt nach Emmy Noether, die viele grundlegende Erkenntnisse zur Ringtheorie, linearen Algebra und
mathematischen Physik beigetragen hat, trotz widriger Bedingungen fiir Frauen in der Mathematik zu Beginn
des 20. Jahrhunderts.
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und man sieht leicht, dass I, wieder ein Ideal ist: fiir z,y € I, gibt es n,m € N mit z € I,, und
Y € Ly, also @ +y € Lyax(nm) € Ioo; fiit r € Rund z € I gibt es ein n € N mit x € I, also
re € I, C I..

Nach Voraussetzung gibt es ein a € R mit I, = (a). Da a € I liegt, gibt es ein n € N mit
a € I, also (a) C I,,. Dann ist aber I, = (a) C I, C I, also I,, = I, und die Folge stabilisiert
sich ab n. O

4.8.7 Satz. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.
Nach Satz 4.7.3 ist also auch jeder euklidische Ring faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zunéchst fiir jedes Element a € R\ ({0} U R*) die Existenz einer Zerlegung
in irreduzible Elemente. Als Hilfsaussage beweisen wir erst, dass jedes solche a von einem irre-
duziblen Element geteilt wird. Falls a; := a selber bereits irreduzibel ist, dann sind wir fertig.
Ansonsten kénnen wir das Element zerlegen als

a] = ascC

mit as, ¢ % ay. Letzteres impliziert (a1) € (a2), denn offensichtlich a; € (az), aber (a;) = (a2) ist
nach Lemma 4.5.11 ausgeschlossen. Falls ay irreduzibel ist, dann haben wir wie gewiinscht einen
irreduziblen Teiler gefunden. Sonst finden wir mit dem gleichen Argument einen echten Teiler
as | ag mit (a2) C (as). Indem wir so fortfahren, erhalten wir eine aufsteigende Folge von Idealen

(a1) € (a2) € (a3) € ...,

die entweder mit einem irreduziblen Element a,, endet oder unendlich fortgesetzt werden kann.
Nach Lemma 4.8.6 ist letzteres aber ausgeschlossen. Also muss es ein n geben, so dass a,, irre-
duzibel ist. Dank

ap | Gpo1 |- | a1

ist a,, auch ein Teiler des urspriinglichen Elements a = a;, und die Hilfsaussage ist bewiesen.
Sei jetzt b € R\ ({0} U R*) ein beliebiges Element, von dem wir eine Zerlegung in irreduzible
Elemente finden wollen. Dann kénnen wir nach der Hilfsaussage ein irreduzibles Element p;
abspalten, also
b=pibs
fiir ein Element b; € R\ {0}. Falls b; eine Einheit ist, dann sind wir fertig. Sonst kénnen wir ein
weiteres irreduzibles Element ps von by abspalten, also

b = p1pabs.

Indem wir so fortfahren, erhalten wir eine aufsteigende Folge von Idealen (b) C (by) C (b)) C .. ..
Jeder Abspaltungsschritt vor dem Erreichen einer Einheit vergrofert das Hauptideal echt: aus
bj = pjt+1bj+1 folgt (b;) C (bj+1), und bei Gleichheit wéren b; und bj4; nach Lemma 4.5.11
assoziiert, so dass p;j;1 eine Einheit wéire. Nach Lemma 4.8.6 muss sich die Folge der Ideale
aber stabilisieren. Deshalb muss irgendein b,, bereits eine Einheit sein. Somit erhalten wir eine
Faktorisierung der Form (4.28).

Nun zur Eindeutigkeit. Seien also zwei Zerlegungen in Irreduzible gegeben,

a=p1-Pn=q1" " Gm-

Wir zeigen dann per Induktion, dass die Faktorisierungen bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit
iibereinstimmen miissen:

> Falls n = 1 oder m = 1 gilt, sind wir fertig, denn die jeweils andere Seite faktorisiert
dann ein irreduzibles Element, was aber nur moglich ist, wenn n = m = 1 und die beiden
irreduziblen Elemente assoziiert sind.

> Sonst ist n,m > 1. Da p; prim ist und py | ¢1 - - gm, teilt p; eines der ¢; und ist wegen
Irreduzibilitdt dazu assoziiert. Nach Permutieren der g; sei p1 ~ g1, und durch Abspalten
einer geeigneten Einheit (und deren Absorption in py oder g2) konnen wir sogar p; = ¢1
annehmen. Kiirzen von p; nach Lemma 4.5.5 ergibt eine kiirzere Gleichheit der gleichen
Art, auf die die Induktionsannahme angewendet werden kann und die Behauptung liefert.
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Damit ist die Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit. O

4.8.8 Beispiel. Insbesondere ist der Polynomring K[X] fir jeden Korper K faktoriell, und
jedes Polynom hat eine “Primfaktorzerlegung” in irreduzible Polynome, die eindeutig bis auf
Reihenfolge und skalare Vielfache ist. Hierzu betrachten wir das Polynom

f=X"—4
als konkretes Beispiel.
(a) In C[X] gilt
f=(X—-V2)(X +V2)(X —ivV2)(X +iV2).

Dies muss die Primfaktorzerlegung von f in C[X] sein, denn Polynome vom Grad 1 sind
offensichtlich irreduzibel.

(b) In R[X] gilt
f= (X = V(X + V2)(X2 +2).
Dies ist die Primfaktorzerlegung von f in R[X], denn auch der dritte Faktor ist irreduzibel:

eine nichttriviale Faktorisierung miisste aus zwei Linearfaktoren bestehen, aber X2 + 2 hat
keine Nullstelle in R.

(¢) In Q[X] gilt
f=(X?-2)(X%+2). (4.29)

Dies ist die Primfaktorzerlegung von f in Q[X], denn nach dem gleichen Argument wie in
R[X] sind jetzt beide Faktoren irreduzibel, da sie keine Nullstellen in Q haben.

Eine wichtige Einsicht hier ist also, dass die Primfaktorzerlegung eines Polynoms von der Wahl
des Grundkorpers abhéangt. Durch das Bilden von Kérpererweiterungen kann man die Primfak-
torzerlegung eines Polynoms weiter verfeinern. Dies wird ein wichtiges Thema in Abschnitt 5
sein.

4.8.9 Beispiel. In Z[i] hat jedes Element eine Faktorisierung in gauksche Primzahlen, die ein-
deutig bis auf Reihenfolge und Faktoren 41, £¢ ist. Zum Beispiel

5=(2+1)(2—1),
wobei 2 + ¢ und 2 — ¢ beide irreduzibel sind, denn ihre Norm ist 5, also prim in Z.

4.8.10 Beispiel. Z[/—5] ist kein faktorieller Ring, denn zum Beispiel hat die Zahl 6 zwei
verschiedene Faktorisierungen in irreduzible Elemente:

6=2-3=(1++v-5)(1—+-5).

Denn die vier Faktoren haben Normen
N(2) =4, N(3) =09, N(1++/-5) =6, N(1—-+-5) =6,

wodurch sich nach dem gleichen Argument wie in Beispiel 4.5.7 deren Irreduzibilitdt ergibt. Durch
die Verschiedenheit der Normen ist auch klar, dass die Faktoren nicht assoziiert sein kénnen, denn
assoziierte Elemente haben die gleiche Norm.

4.8.11 Beispiel. Wie in Abbildung 15 dargestellt, gibt es faktorielle Ringe, die nicht Haupt-
idealringe sind, zum Beispiel Z[X]. In diesen Féllen muss man die Faktorialitét auf andere Weise
als in Satz 4.8.7 beweisen. Wir lassen hier den Beweis, dass Z[X] faktoriell ist, der Kiirze halber
aus.®®

Wir konnen aber zumindest zeigen, dass Z[X] kein Hauptidealring ist, indem wir das Ideal

I'=(X,2)={Xf+2g:f,g€ZX]}

35Fiir Interessierte sei erwihnt, dass dies ein Spezialfall von folgendem Satz ist: falls R ein faktorieller Ring ist,
dann ist auch der Polynomring R[X] faktoriell [1, Remark 7.28].
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betrachten. Dies besteht aus allen Polynomen, bei denen der konstante Koeffizient gerade ist:
einerseits hat jedes Polynom der Form 2 f + X g offensichtlich diese Eigenschaft, und andererseits
koénnen wir jedes Polynom

an X"+ -+ a1 X +ag

mit geradem konstanten Koeffizienten ag = 2ay, in der Form
X (@, X" '+t apX far)+2-a)

schreiben.

Angenommen, dass I ein Hauptideal wére, also I = (h) fiir ein Polynom h € Z[X]. Da
dann sowohl 2 € I als auch X € T gilt, miisste h sowohl 2 als auch X teilen. Aus h | 2 folgt,
dass h konstant ist, und wegen h | X bleiben nur die Moglichkeiten h = +1. Dann wére aber
I = (h) = Z[X], was nicht sein kann, da 1 ¢ I ist. Also ist I kein Hauptideal und Z[X] somit
kein Hauptidealring.

Aus Satz 4.7.3 folgt daher auch, dass es in Z[X] keine Division mit Rest im Sinne von
Definition 4.6.1 geben kann.

4.9 Irreduzibilitiatskriterien fiir Polynome

In Beispiel 4.8.8 war es relevant, zu bestimmen, ob ein gegebenes Polynom irreduzibel ist oder
nicht. Dies wird auch in Abschnitt 5 eine wichtige Rolle spielen. Wie kann man dies also bestim-
men?

Hier ist ein recht einfaches Kriterium.

4.9.1 Lemma. Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad 2 oder 3. Dann ist f
genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle in K besitzt.

Beweis. Wenn f eine Nullstelle a € K hat, dann ist X — a ein Teiler von f, also ist f reduzibel.

Umgekehrt sei f reduzibel, also f = gh mit g, h € K[X] von positiven Graden. Da deg(f) = 2
oder deg(f) = 3 gilt und sich die Grade von g und h zu deg( f) addieren, muss entweder deg(g) = 1
oder deg(h) = 1 gelten. Ohne Einschrinkung sei deg(g) = 1, also ¢ = aX — b fiir a,b € K mit
a # 0. Dann ist a~'b eine Nullstelle von ¢, und somit wegen f = gh auch von f. O

Fiir hohere Grade reicht dies aber nicht mehr aus, denn zum Beispiel ein Polynom vom Grad
4 kann wie in (4.29) als Produkt zweier quadratischer Polynome zerfallen, ohne eine Nullstelle
zu haben.

Fiir Polynome mit rationalen Koeffizienten ist das folgende Kriterium besonders niitzlich. Um
die Ringtheorie abschliefsen zu kdnnen, betrachten wir es hier ohne Beweis.

4.9.2 Satz (Eisenstein-Kriterium). Sei
f=a, X"+ - 4+ a1 X +ag € Z[X]
mit n > 1. Angenommen, es gibt eine Primzahl p mit
(a) ptan,
(b) pla; firalle0<i<n,
(¢) p* fao.
Dann ist f irreduzibel in Q[X].

In der Anwendung kann man also zunéchst schauen, ob die ag,...,a,_1 einen gemeinsamen
Teiler haben. Gibt es einen gemeinsamen Primteiler p mit p { a, und p? { ag, dann ist das
Polynom irreduzibel in Q[X].
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4.9.3 Beispiel. (a) Fiir jede Primzahl p und jedes n > 1 ist
X" —p

irreduzibel in Q[X]. Dies folgt direkt aus dem Eisenstein-Kriterium, angewandt auf die
Primzahl p. Zum Beispiel sind also

X?-2, X3-5 X7

irreduzibel in Q[X]. Insbesondere zeigt dies, dass diese Polynome keine Nullstelle in Q
haben, dass also {/p fiir n > 2 und Primzahlen p irrational ist!

(b) Manchmal muss man ein Polynom erst durch eine einfache Transformation in eine Form
bringen, auf die das Eisenstein-Kriterium anwendbar ist. Sei p eine Primzahl und

XP -1

P, =XP"l 4 X 1=
p ot X4 l=

das sogenannte p-te Kreisteilungspolynom. Das Eisenstein-Kriterium ist direkt auf ®, nicht

anwendbar, weil die Koeffizienten q; fiir i < n keinen gemeinsamen Teiler haben. Die Substi-

tution X — X + 1 definiert einen Isomorphismus Q[X| — Q[X], erhélt also Irreduzibilitét.
Es geniigt daher, die Irreduzibilitdt von ®,(X + 1) zu zeigen. Da

(X +1)P =1~ (P yror

(X +1) (X+1)-1 ; k

gilt, ist der Leitkoeffizient gleich 1, alle anderen Koeffizienten sind durch p teilbar,® und der
konstante Koeffizient ist p. Nach dem Eisenstein-Kriterium ist also ®,(X + 1) irreduzibel
in Q[X], und damit auch ®,(X) = ®,.

4.9.4 Bemerkung. Das Eisenstein-Kriterium ist nur ein hinreichendes Kriterium. Ein Polynom
kann also irreduzibel sein, ohne dass das Kriterium direkt anwendbar ist. Wie das Beispiel der
Kreisteilungspolynome zeigt, kann es aber helfen, vorher eine geeignete Variablensubstitution
vorzunehmen.

Aufierdem ist die Version des Kriteriums fiir Q[X] nur ein Spezialfall, und man kann das
Eisenstein-Kriterium auch allgemein fiir Polynomringe iber Quotientenkorper von faktoriellen
Ringen formulieren. Quotientenkorper haben wir aber noch nicht behandelt (Definition 5.1.5).

30Fiir 1 <k <p-—1gilt

(p) _p-(p-1--(p—k+1)
k k!

Im Zahler kommt der Faktor p genau einmal vor, im Nenner dagegen gar nicht, weil k < p ist. Also ist (Z) durch
p teilbar.
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5 Korper
Betrachten wir ein Polynom wie zum Beispiel

f=X"-10X*>+1 € Q[X]. (5.1)
Dieses Polynom hat 4 komplexe Nullstellen, denn in C[X] gilt:

5.0.1 Satz. Jedes Polynom f € C[X] mit deg(f) > 0 hat mindestens eine Nullstelle in C, und
faktorisiert somit durch wiederholte Polynomdivision in komplexe Linearfaktoren.

Obwohl man diese Aussage grofitenteils auch mit Methoden der Galoistheorie beweisen kann,
setzen wir sie hier der Kiirze halber als aus der Analysis bekannt voraus.
Falls wir die Nullstellen mit a1, as, az, ay bezeichnen, dann folgt daraus die Faktorisierung

f = (X — al)(X — ag)(X — ag)(X — a4) (52)

in C[X]. Die Reihenfolge dieser Nullstellen ist beliebig, und wir wissen auch nicht, ob sie tiber-
haupt alle verschieden sind. Damit verwandt sind die Formeln von Vieta: durch Ausmultiplizieren
von (5.2) und Koeffizientenvergleich mit (5.1) ergibt sich
ajaaa3ay4 = 1,
aj1ao2as =+ ai1ao2ay + a1a304 + 20304 = 0,
aias + aras + araq + asas + asay + agayg = —10,

a1 +as+asg+ag =0.
Hierbei ist die linke Seite jeweils eine symmetrische Funktion der Nullstellen, also invariant unter
Permutationen der Nullstellen. Dies legt nahe, Permutationen dieser Nullstellen zu betrachten.

Durch Nachrechnen kann man feststellen, dass eine der Nullstellen (die wir oBdA als a;
bezeichnen) gegeben ist durch
a; = V24 V3.

Die Korpertheorie impliziert nun—allein aufgrund der Tatsache, dass die Koeffizienten von f
rational sind—dass sogar alle vier Vorzeichenkombinationen

+v2 + /3

Nullstellen von f sind. Somit haben wir bereits alle vier Nullstellen von f gefunden! Die Fakto-
risierung (5.2) ist also durch

f=(X-V2-V3)(X - V2+V3)(X + V2 - V3)(X + V2 +V3) (5.3)

gegeben.

Das Wechseln eines oder beider Vorzeichen implementiert eine Permutation der Nullstellen.
Dies definiert eine Untergruppe der Permutationsgruppe S4, ndmlich die Vierergruppe beste-
hend aus der Identitidt und den drei Doppeltranspositionen (2.28).

5.1 Grundlagen
5.1.1 Definition. Ein Koérper ist ein kommutativer Ring K, in dem

K* =K\ {0} (5.4)
gilt.

Zu den bekannten Beispielen zéhlen natiirlich die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen
R und die komplexen Zahlen C, und man mag zunichst Schwierigkeiten haben, sich weitere
Beispiele vorzustellen.
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+ | 0 1 a  l4a - o 1 a  l4a
0 0 1 a 1+a 0 0 0 0 0
1 1 0 14+a a 1 0 1 a 14+a
a a 14+a 0 1 a 0 a 14+a 1
l14a | 1+4+a a 1 0 14a |0 1+4a 1 a

Abbildung 18: Ein Kérper mit vier Elementen.

5.1.2 Bemerkung. Die Gleichung (5.4) ist dquivalent zu den beiden Inklusionen K* D K\ {0}
und K* C K\ {0}.

(a) Die erste Inklusion K* D K \ {0} bedeutet, dass jedes Element # 0 invertierbar ist.

(b) Die zweite Inklusion K* C K\ {0} bedeutet, dass jedes invertierbare Element # 0 ist. Dies
gilt in jedem Ring mit 1 # 0, denn die Invertierbarkeit von 0 wiirde ja

1=0-0"'=0

implizieren. Falls andererseits 1 = 0 ist, also K = {0} der Nullring ist, dann ist auch
K* = {0}, also ist die Bedingung verletzt. Mit anderen Worten: die Inklusion K* C K\ {0}
besagt nur, dass der Nullring kein Korper ist.

Wenn man einen Korper stattdessen definiert als “kommutativer Ring, in dem alle Elemente
# 0 invertierbar sind”, dann fehlt diese Bedingung und der Nullring ist erlaubt. Es besteht
aber Einigkeit dariiber, dass man den Nullring nicht als Korper betrachten sollte, und
deshalb ist diese Definition eigentlich falsch.

5.1.3 Bemerkung. Eine andere Formulierung der Definition von Koérper ist: Ein Korper ist ein
kommutativer Ring K, der genau die zwei trivialen Ideale (0) und K selbst besitzt, also

Id(K) = {(0), K}. (5.5)
Denn:
> Die Bedingung (0) # K ist dquivalent zu 1 # 0, also dass K nicht der Nullring ist.

> Falls es nach (5.5) keine anderen Ideale gibt, ist also fiir jedes a € K\ {0} notwendigerweise
(a) = K, also 1 € (a), also a invertierbar. Sei umgekehrt I C K ein Ideal in einem Korper
K. Falls I # (0) ist, dann enthiilt I mindestens ein Element a # 0. Dann gilt aber auch
1 =a"ta eI, also I = K nach Bemerkung 4.3.8(b).

Im Beweis von Satz 5.1.9 unten wird (5.5) niitzlich sein.

5.1.4 Beispiel. (a) Abbildung 18 definiert einen Koérper mit vier Elementen.

Wir werden im Folgenden auch allgemeine Konstruktionsmethoden fiir endliche Koérper
kennenlernen, und sogar alle endlichen Kérper bis auf Isomorphie klassifizieren kénnen.

(b) Der Ring
QIV2] = {a+bV2:a,b € Q}

ist ein Korper, denn jedes Element a + bv/2 # 0 mit a,b € Q hat das Inverse

a:{)ﬁ = Z;_b;g e Qv2, (5.6)

wobei der Nenner aufgrund der Irrationalitét von /2 nicht null ist.

5.1.5 Definition. Sei R ein Integrititsring. Dann ist der Quotientenkdrper von R der Korper
Quot(R) mit:
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> Die Elemente sind Aquivalenzklassen von Brichen % mit a,b € R und b # 0, wobei

<~— ad = bc.

S e
ISR

> Die Addition und Multiplikation sind durch die iblichen Bruchregeln definiert,

ac

d+b
_adtoe == (5.7)

LL a c
d~  bd b d~ bd

¢
b

Vollstéindig formal ausgedriickt sind die Elemente von Quot(R) also Aquivalenzklassen von
Paaren (a,b) mit a,b € R und b # 0, wobei (a,b) ~ (¢,d) genau dann gilt, wenn ad = be, und
man fiir die Aquivalenzklassen auch

== [(a,b)]
schreibt.

5.1.6 Satz. Diese Definition macht Quot(R) tatsdchlich zu einem Korper, und durch die Abbil-
dung

R — Quot(R),

|—>a
a s
1

wird R zu einem Unterring von Quot(R).

Beweisskizze. Bekannt aus dem Fall von Q = Quot(Z), der allgemein genauso funktioniert. Die
Voraussetzung, dass R ein Integritatsring ist, ist relevant einerseits dafiir, dass der Nenner bd
in (5.7) nicht null ist. Andererseits braucht man sie auch fiir den Beweis der Transitivitéit der
Aquivalenzrelation: die Voraussetzung

S e
alo
| o

bedeutet
ad =bc und cf = de.

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit f und der zweiten mit b ergibt sich
adf = bef = bde.
Da d # 0 gilt, folgt die gewiinschte Gleichung af = be durch Kiirzen von d (Lemma 4.5.5). O
5.1.7 Beispiel. (a) Es gibt einen Isomorphismus
Quot(Z[i]) = Qlil,
denn der Inklusionshomomorphismus

Q[i] <= Quot(Z[i])

b bi
g_’_ii'_)a—&— 7
c ¢

C

ist surjektiv, weil sich jedes Element von Quot(Z[i]) schreiben lasst als

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.

c+di (c+di)(c—di) 2+ d? + Zraz”

(b) Sei K ein Korper und X eine Variable. Dann heift

K(X) = Quot(K[X])
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der Korper der rationalen Funktionen iiber K, weil seine Elemente Briiche von Poly-
nomen sind, also rationale Funktionen wie

X2 +1
X3—-2X+1
Zu beachten ist hier, dass der Auswertungshomomorphismus (4.9) K[X]| — K, welcher

an einer fixen Stelle a € K auswertet, sich nicht zu einem Homomorphismus K(X) — K
fortsetzen ldsst, weil der Nenner an der Stelle a null sein kann.

€ Q(X).

Eine weitere wichtige Konstruktion von Koérpern ist iiber die Bildung von Restklassenringen.
Natiirlich ist nicht jeder Restklassenring R/I ein Korper, sondern nur fiir eine bestimmte Klasse
von Idealen I.

5.1.8 Definition. Ein Ideal I C R in einem kommutativen Ring R heifit maximal, falls:
(a) I #R.
(b) Es gibt kein Ideal echt zwischen I und R, also: fir jedes Ideal J mit I CJ C R gilt J =1
oder J = R.
5.1.9 Satz. Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Fir ein Ideal I C R ist der Restklassenring R/I genau dann ein Korper, wenn I mazimal
18t.

(b) Falls R ein Hauptidealring ist, dann ist fir jedes irreduzible a € R das Ideal (a) mazimal,
so dass R/(a) ein Korper ist.

Beweis. (a) Unter dem Projektionshomomorphismus

R— R/I
a—a+1

entsprechen die Ideale von R/I genau den Idealen von R, die I enthalten. Damit R/I also
genau die zwei trivialen Ideale besitzt (Bemerkung 5.1.3), muss es also genau zwei Ideale
in R geben, die I enthalten. Falls I = R gibt es nur eines (und dann ist R/I der Nullring).
Falls I # R miissen diese beiden Ideale I und R selbst sein, so dass es keine weiteren
dazwischen gibt.

(b) Da a keine Einheit ist, gilt (a) # R. Sei andererseits J ein Ideal mit (a) C J C R. Weil R
ein Hauptidealring ist, gibt es b € R mit J = (b). Nach (a) C (b) haben wir b | a. Durch
die Irreduzibilitdt von a folgt, dass b entweder eine Einheit ist, also (b) = R, oder b ~ a,
also (b) = (a). O

5.1.10 Beispiel. Fiir jede Primzahl p ist
[F, =2/(p) = 2/p]

ein Korper. Die neue Bezeichnung F,, hierbei ist eine gebrauchliche Kurzschreibweise fiir diesen
Korper, die sinnvoll ist, weil die IF,, selbst in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielen.

Wir kommen nun zur Betrachtung einiger grundlegender Eigenschaften von Koérpern.

5.1.11 Satz. Sei f € K[X]\ {0} ein Polynom. Dann hat f hochstens deg(f) viele Nullstellen
n K.

Beweis. Induktion {iber den Grad deg(f). Der Induktionsanfang ist klar: Ein Polynom vom Grad
0 ist konstant ungleich null und hat somit keine Nullstellen. Fiir den Induktionsschritt sei also
deg(f) > 0 und a € K eine Nullstelle von f, also f(a) = 0. Durch Polynomdivision ldsst sich f
schreiben als

f = (X - CL) 9,

fiir ein Polynom g € K[X]| mit deg(g) = deg(f) — 1. Dann hat g hochstens deg(g) = deg(f) —1
viele Nullstellen nach der Induktionsvoraussetzung. Weil die Nullstellen von f aber genau die
Nullstellen von g zusammen mit a sind, hat f hochstens deg(f) viele Nullstellen. O
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Dass sowohl die Betrachtung von Polynomen als auch die Gruppentheorie fiir die Kérpertheo-
rie extrem niitzlich sind, zeigt sich am folgenden Beweis.

5.1.12 Satz. Sei K ein endlicher Korper. Dann ist die multiplikative Gruppe K* zyklisch.

Beweis. Die Klassifikation endlicher abelscher Gruppen nach Satz 2.6.14 liefert uns einen Iso-
morphismus
K* %Zdl X---XZdr

fiir geeignete natiirliche Zahlen dy | --- | d,, die > 2 sind.?” Insbesondere gilt, dass x% = 1 fiir
alle z € K*, sowie
|[K*| =dj---d,.

Weil das Polynom X% — 1 aber hochstens d, viele Nullstellen in K haben kann, muss nach
Satz 5.1.11 also |K*| < d, gelten. Somit folgt d; - - - d, = d,., was aber nur mit r = 1 moglich ist,
also K* =2 Zyg,. O

5.1.13 Definition. Sei K ein Korper. Die Charakteristik char(K) von K ist die kleinste Zahl
n € Nyg mit

14+ 4+1=0 in K,

—_————

oder 0 falls es keine solche Zahl gibt.

5.1.14 Bemerkung. Es mag merkwiirdig erscheinen, die Charakteristik als 0 anstatt oo zu
definieren, falls das wiederholte Addieren von 1 nie null ergibt. Dies erklart sich wie folgt. Der
Ringhomomorphismus

7Z— K
n—1+---+1 (5.8)
N—_———

n

hat einen Kern, der ein Ideal von Z ist, also von der Form nZ fiir eine eindeutige Zahl n € N.
Dieses n ist genau die Charakteristik von K. Denn insbesondere falls der Kern trivial ist, dann
ist der Kern das Nullideal, also n = 0.

5.1.15 Beispiel. (a) char(Q) = char(R) = char(C) = 0.
(b) char(F,) = p fur jede Primzahl p.
5.1.16 Lemma. Die Charakteristik jedes Korpers ist entweder O oder eine Primzahl.

Beweis. Falls char(K) # 0 und keine Primzahl ist, dann miisste entweder char(K) = 1 sein oder
char(K) = nm fiir zwei natiirliche Zahlen n,m > 1. Im ersten Fall wire 1 = 0, also K der
Nullring, was kein Koérper ist. Im zweiten Fall hatten wir

Q+--+1)-1+---+)=1+---4+1=0.

n m nm

Da K insbesondere nullteilerfrei ist, miisste also einer der beiden Faktoren links verschwinden,
was aber der Minimalitdt von char(K') widerspricht. O

5.2 Korpererweiterungen

Wir kénnen jetzt unseren priméren Gegenstand der Untersuchung definieren, ndmlich die Kdr-
pererweiterungen, wie sie (jedenfalls implizit) in den Beispielen immer wieder aufgetaucht sind.

5.2.1 Definition (Korpererweiterung). Eine Kdrpererweiterung ist ein Ringhomomorphis-
mus K — L von Kérpern.

37Riir K = Fy ist K* = {1} die triviale Gruppe, die tatséchlich zyklisch ist. Dies entspricht dem Fall » = 0.
Fiir alle Kérper mit > 3 Elementen ist aber K * nicht trivial, also 7 > 1, was wir im Folgenden annehmen konnen.
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Wie durch die Notation < bereits angedeutet, ist ein solcher Homomorphismus stets injektiv:
sein Kern ist ein Ideal von K, also (nach Bemerkung 5.1.3) entweder (0) oder K selbst. Letzteres
ist aber dadurch ausgeschlossen, dass ein Ringhomomorphismus 1 +— 1 abbilden muss und 1 # 0
in L gilt.

Normalerweise ist aus dem Zusammenhang klar, welcher Homomorphismus gemeint ist, wenn
wir zwei Korper K und L angeben. Auferdem identifiziert man meist auch K mit seinem Bild
in L, so dass der Homomorphismus K < L einfach als Inklusion K C L geschrieben wird.
Deshalb haben wir dem Homomorphismus auch keinen Namen gegeben. Wir bezeichnen K als
Unterko6rper von L und L als Oberkdrper von K. Um auszudriicken, dass L eine Erweiterung
von K ist, schreibt man oft auch

L/K
gesprochen als “L {iber K.

5.2.2 Beispiel. (a) C/R ist eine Korpererweiterung mit R als Unterkorper und C als Ober-
korper.

(b) Ahnlich gilt R/Q und C/Q.

(c) Qv2]/Q.

(d) Fiir jeden Korper K ist K/K eine triviale Korpererweiterung.
)

(e) Wenn K (X) den Korper der rationalen Funktionen aus Definition 5.1.5(b) bezeichnet, dann
ist K(X)/K eine Korpererweiterung, wobei K den konstanten Funktionen entspricht.

Die beiden folgenden Beispiele zeigen, dass jeder Kérper einen kleinsten Unterkorper enthélt,
der entweder isomorph zu einem F,, oder zu Q ist.

(f) Falls K ein Korper von Charakteristik p > 0 ist, dann enthélt K einen Unterkorper, der
isomorph ist zu F,, ndmlich die Elemente

0, 1, 141, ..., 1+4---+1.

Zum Beispiel ist der Kérper mit vier Elementen aus Abbildung 18 ein Oberkérper von Fy.

(g) Falls stattdessen K ein Korper von Charakteristik 0 ist, dann enthélt K einen Unterkorper,
der isomorph zu Q ist, weil die Injektivitdt des Homomorphismus Z — K aus (5.8) impli-
ziert, dass jede ganze Zahl # 0 in K ein inverses hat, so dass auch die rationalen Zahlen
mit Elementen von K identifiziert werden konnen. Eine rationale Zahl % mit p,q € Z und
q # 0 wird dabei abgebildet auf

Do (Lt ) (Lt )

p q

Man tberzeugt sich zum Beispiel anhand der Rechenregeln in Q und in K davon, dass dies
tatsdchlich ein Homomorphismus Q — K ist.

Bekanntermafen ist C ein zweidimensionaler Vektorraum iiber R. Aufierdem sind lineare Alge-
bra und analytische Geometrie bis zu einem gewissen Grad bei der Untersuchung von C hilfreich.
Dies ist kein Zufall, sondern wieder eine allgemeine Eigenschaft von Korpererweiterungen.

5.2.3 Bemerkung. In jeder Korpererweiterung L/K gilt:

L ist ein Vektorraum tiber K.

Denn L ist bereits eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition, und durch K C L lisst sich die
Multiplikation in L zu einer skalaren Multiplikation

KxL—L
(a,z) —> ax
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einschrinken. Die Rechenregeln (Vektorraumaxiome) sind dann alle Spezialfille der Rechenregeln
fiir die Ringstruktur von L. Dadurch wird lineare Algebra zu einem wichtigen Werkzeug fiir die
Untersuchung von Koérpererweiterungen.

5.2.4 Definition. Der Grad einer Korpererweiterung L/ K ist die Vektorraumdimension,
[L: K] == dimg(L).

5.2.5 Beispiel. (a) Eine ganze Zahl D € Z \ {0,+1} heikt quadratfrei, falls sie durch kei-
ne Quadratzahl > 1 teilbar ist, oder dquivalent, falls in ihrer Primfaktorzerlegung jede
Primzahl héchstens einmal vorkommt. Dann ist v/D € C irrational, und

QIVD] = {r+sVD:rscQ} (5.9)

ist nach einer Rechnung analog zu (5.6) ein Korper. Es gilt Q[v/D]/Q. Fiir D > 0 ist Q[v/D]
ein Unterkérper von R, und fiir D < 0 ein Unterkérper von C.

Wie bereits an (5.9) erkennbar ist, gilt
[QIVD]: Q] =2,

und es bietet sich die Basis {1,v/D} an. Jedes Element 7 4 sv/D definiert jetzt eine lineare
Abbildung auf diesem Vektorraum, nimlich die Multiplikation mit r + sv/D! Unter dieser
Abbildung werden die Basisvektoren wie folgt abgebildet:

1»—>r+3\/5, VD — Ds +rv/D.

Also wird die Abbildung in dieser Basis durch die Matrix

r Ds
s r
dargestellt. Interessant ist nun, sich deren Determinante anzuschauen, diese ist namlich

N(r+ sVD) =% — Ds>.

Es handelt sich um die bereits mehrfach verwendete Norm in Q[v/D]! Deren Multiplikati-
vitdt ist jetzt einfach eine Konsequenz der Multiplikativitdt der Determinante zusammen
mit der Tatsache, dass die Multiplikation mit einem Produkt von Elementen mit der Hin-
tereinanderausfiithrung der Multiplikationen mit den einzelnen Elementen iibereinstimmt.

(b) Fiir den Korper der rationalen Funktionen K (X) iiber einem Korper K gilt
[K(X) K] = oo,

denn bereits die Monome 1, X, X2, ... bilden eine unendliche Familie linear unabhingiger
Elemente von K (X) iiber K.

Eine weitere starke Konsequenz der Vektorraumstruktur von Kérpererweiterungen ist folgen-
de Aussage, die in die Richtung der Klassifikation von endlichen Kérpern geht.

5.2.6 Lemma. Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist die Anzahl der Elemente von K eine
Primzahlpotenz, und zwar

|K'| = char(K ) Fercio],

Beweis. Als abkiirzende Notation schreiben wir p := char(K) und n = [K : F,]. Dann ist K
ein Vektorraum der Dimension n {iber IF,,, d.h. mit n Basisvektoren. Jedes Element von K lésst
sich also eindeutig als Linearkombination dieser Basisvektoren darstellen. Fiir jeden Koeffizienten
gibt es dabei genau p viele Moglichkeiten. Also gibt es insgesamt p™ viele Moglichkeiten, so dass
|K| = p™ gilt. O

38Eine tiefergehende Frage wire, ob die Dimension von K(X) iiber K abzihlbar oder tiberabz&hlbar unendlich
ist. Es stellt sich heraus, dass fiir iiberabzéhlbares K diese Dimension iiberabzéhlbar unendlich ist, obwohl der
Polynomring K[X] {iber K nur abzihlbar unendliche Dimension hat.
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Die Frage, ob es zum Beispiel einen Koérper mit 60 Elementen gibt, ldsst sich damit sofort
beantworten: Nein, denn 60 ist keine Primzahlpotenz.

Wie wir bald sehen werden, ist folgende allgemeinere Konstruktion von Kérpererweiterungen
fir die Korpertheorie zentral.

5.2.7 Satz. Sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist der Quotient
K[X]/(f) ein Kérper, und der kanonische Homomorphismus

K — K[X]/(f),
a— a—+(f)

macht K[X]/(f) zu einer Erweiterung von K, und es gilt
[K[X]/(f) : K] = deg(f).

Beweis. Da f irreduzibel ist, ist das Ideal (f) maximal in K[X]. Weil auferdem K[X] ein Haupt-
idealring ist, folgt, dass der Restklassenring K[X]/(f) auch ein Korper ist (Satz 5.1.9). Der an-
gegebene Homomorphismus ist injektiv, denn (f) N K = {0}, so dass der Kern trivial ist. Also
konnen wir K[X]/(f) als Erweiterung von K auffassen.

Sei nun n := deg(f). Durch Division mit Rest kann jedes Polynom g € K|[X] eindeutig in der
Form

g=qf +r

mit ¢, € K[X] und r = 0 oder deg(r) < n geschrieben werden. Also hat jede Restklasse modulo
(f) einen eindeutigen Reprisentanten der Form

apg+ar X +---+ an_an_l.

Damit bilden die Restklassen von 1, X, ..., X"~ ! eine Basis von K[X]/(f) als K-Vektorraum.
Insbesondere gilt

[K[X]/(f) : K] =n = deg(f),
was die Behauptung zeigt. O

Dies liefert uns einige bereits bekannte Beispiele, aber auch neue.

5.2.8 Beispiel. (a) X2 + 1 € R[X] ist irreduzibel, also ist R[X]/(X? + 1) ein Kérper. In
Beispiel 4.3.18(a) hatten wir gesehen, dass dieser Korper isomorph ist zu C, wobei die
Restklasse von X dem Element i € C entspricht.

(b) Das Polynom X3 — 3X + 1 € Q[X] ist irreduzibel: nach Lemma 4.9.1 miisste es sonst eine
Nullstelle in Q haben. Dies kann aber nicht der Fall sein, weil wir dann teilerfremde p,q € Z

mit ¢ # 0 hitten, so dass
3
q q

p3 —3pq2 +q3 =0.

oder dquivalent

Da die ersten beiden Terme Vielfache von p sind, muss also auch jeder Primteiler von p
ein Primteiler von g sein. Weil p und ¢ aber teilerfremd sind, kann es gar keinen solchen
Primteiler geben, also muss p = £1 sein. Analog erhélt man ¢ = +1, indem man zunéchst
auch p # 0 feststellt. Die einzigen Kandidaten fiir Nullstellen von X2 — 3X + 1 in Q sind
also g = +1. Durch Einsetzen siecht man aber, dass weder 1 noch —1 eine Nullstelle von

X3 —3X + 1 ist. Dadurch ist das Polynom X3 — 3X + 1 irreduzibel iiber Q.
Also ist Q[X]/(X? — 3X + 1) ein Kérper, und zwar eine Erweiterung von Q.

(¢) Nach Beispiel 4.9.3(a) ist X™ — p irreduzibel in Q[X] fiir jede Primzahl p und jedes n > 1.
Daher ist Q[X]/(X™ — p) ein Korper. Analog wie in Beispiel 4.3.18(b) kénnen wir ihn mit
Q[ 1/p] identifizieren, wobei die Restklasse von X der Zahl {/p entspricht.
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Wie die obigen Beispiele nahelegen, fligen wir durch Betrachten von K[X]/(f) fir ein ir-
reduzibles Polynom f eine Nullstelle von f hinzu. Wir erweitern also den Koérper K um eine
Nullstelle von f, und erhalten so einen neuen Kérper, in dem f eine Nullstelle hat:

5.2.9 Lemma. Sei K ein Korper, f € K[X] irreduzibel, und a = X + (f) € K[X]/(f) die
Restklasse von X. Dann ist a eine Nullstelle von f in K[X]/(f), also f(a) = 0.

Beweis. Es gilt
fla) = f(X+ () =F(X)+ (f) =0+ (/),
wobei die zweite Gleichung aufgrund der Definition der Ringstruktur von K[X]/(f) gilt. O

5.2.10 Beispiel. Wir kénnen jetzt auch verstehen, was die Korpertheorie mit Losungsformeln
fiir polynomielle Gleichungen zu tun hat. Betrachten wir hierzu zum Beispiel die allgemeine
quadratische Gleichung

aX?4+bX +c=0. (5.10)

Die Hauptidee ist jetzt, dass wir die linke Seite als Element des Polynomrings

Q(a, b, 0)[X]

auffassen. Weil Q(a, b, ¢) ein Korper ist, ist auch Q(a, b, ¢)[X] ein Hauptidealring, so dass unsere
bisherige Theorie anwendbar ist. Falls die Gleichung (5.10) jetzt eine Losungsformel hétte, die
sich als rationale Funktion in a, b, ¢ schreiben lisst, dann miisste das Polynom aX? + bX + ¢ in
Q(a, b, ¢)[X] eine Nullstelle haben, ndmlich diejenige, die durch die hypothetische Losungsformel
gegeben ist. Das ist aber nicht der Fall.?® Insbesondere ist also auch f := aX?+bX +c irreduzibel
in Q(a, b, ¢)[X].

Wir kénnen aber jetzt die gleiche Idee wie bisher anwenden und formal eine Nullstelle von
aX? 4+ bX + c adjungieren, indem wir den Restklassenring

Q(a,b,¢)[X]/(aX? +bX +c)

betrachten. Hier ist die Restklasse von X eine Nullstelle von aX? + bX + ¢, und damit eine
Losung der quadratischen Gleichung (5.10) in diesem neuen Korper. Diese Erweiterung ist vom
Grad 2 iiber Q(a, b, c), was damit zu tun hat, dass man die Nullstellen von aX? + bX + ¢ durch
Ziehen einer Quadratwurzel bekommt.

5.2.11 Satz. Seien L/K und M/L endliche Kérpererweiterungen. Dann ist auch M/K eine
endliche Korpererweiterung, und es gilt

[M:K]|=[M:L]-[L:K].

Beweis. Die Erweiterung M /K ist durch Hintereinanderausfiihrung der Homomorphismen K <
L — M gegeben.
Sei (u;)icr eine Basis von L als K-Vektorraum und (v;) ¢ s eine Basis von M als L-Vektorraum.

Wir zeigen, dass dann

(Uz‘vj)(m)eli
eine Basis von M als K-Vektorraum ist. Sei dazu z € M. Da die v; eine Basis von M iiber L
bilden, kénnen wir

Tr = Z )\j'Uj

J

mit A\; € L schreiben. Jedes A; kénnen wir wiederum als endliche Linearkombination der u; mit
Koeffizienten in K schreiben. Damit ist x eine K-Linearkombination der Produkte u;v;.
Es bleibt die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Sei also

E cijuivj =0
,J

39Denn aus einer Nullstelle g € Q(a, b, ¢) wiirde nach quadratischer Erginzung folgen, dass b% —4ac = (2ag +b)>?
ein Quadrat in Q(a, b, c) ist. Dies ist aber nicht der Fall: als Element von Q(a, b)(c) hat b — 4ac nur die einfache

Nullstelle Z—a, wahrend Quadrate rationaler Funktionen nur Nullstellen gerader Vielfachheit haben.
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mit ¢;; € K. Dann kénnen wir dies als
3 (e -0
j i

auffassen. Da die v; linear unabhéngig iiber L sind, gilt >, ¢;;u; = 0 fiir jedes j. Da wiederum
die u; linear unabhingig iiber K sind, folgt ¢;; = 0 fiir alle 7, 5. Also bilden die u;v; tatsdchlich
eine Basis von M {iber K, und daher gilt

[M:K|=[IxJ =|I|-|J|=[L:K]-[M:L]. O
5.2.12 Beispiel. Nach Gleichung (4.8) gilt

QV2+ V3] = Qlv2,V3].

Die offensichtlichen Inklusionen Q C Q[v/2] C Q[v/2,v/3] definieren Kérpererweiterungen
Qv2/Q Q2 VE/QIVa.

Beide diese Erweiterungen haben Grad 2, denn {1,+/2} ist eine Basis von Q[v/2] iiber Q, und
{1,1/3} ist eine Basis von Q[v/2,/3] iiber Q[v/2].*° Nach Satz 5.2.11 hat daher Q[v/2,v/3]/Q

Grad 4. In der Tat ist
{1,v2,V3,V2-3}

eine Basis von Q[v/2, /3] iiber Q, nimlich genau das im Beweis konstruierte “Produkt” der beiden
Basen.

5.3 Das Minimalpolynom

Elemente eines Oberkorpers L in einer Erweiterung L/K gibt es in zwei Arten: solche, die eine
nichttriviale Gleichung iiber K erfiillen, und solche, die das nicht tun.

5.3.1 Definition. Sei L/K eine Kirpererweiterung.

(a) Ein Element a € L heifit algebraisch iber K, falls es ein Polynom f € K[X]\ {0} mit
f(a) =0 gibt, und sonst transzendent.

(b) Die Erweiterung L/ K heifit algebraisch, falls jedes Element von L algebraisch iiber K ist.
5.3.2 Beispiel. (a) v/2 € R ist algebraisch iiber Q, denn (v/2)? — 2 = 0.

(b) Jede komplexe Zahl r + si ist algebraisch {iber R, denn zum Beispiel
(r + si)% = 2r(r + si) + 72 + 5% = 0,

also f(r+si) = 0 fiir das Polynom f = X2 —2rX +r2+s2. Damit ist C/R eine algebraische
Erweiterung.

(c) Die Zahlen 7, e € R sind transzendent {iber Q. Dies ist aber sehr schwer zu zeigen und
braucht analytische Methoden.

Leichter zu sehen ist, dass es transzendente Zahlen iiber Q gibt: denn weil Q[X] nur abzihl-
bar viele Polynome enthélt, und jedes Polynom nur endlich viele Nullstellen hat, gibt es
nur abzahlbar viele algebraische Zahlen {iber Q. Weil R aber iiberabzihlbar viele Elemente
enthilt, muss es auch transzendente Zahlen geben.

5.3.3 Definition. Eine Korpererweiterung L/K heifit endlich, falls [L : K] < co.

5.3.4 Satz. Jede endliche Erweiterung ist algebraisch.

40Djes verwendet, dass V3 & Q[ﬂ]: aus v3 = r+sv/2 mit r,s € Q wiirde durch Quadrieren 3 = r2425242rsv/2
folgen. Koeffizientenvergleich liefert rs = 0, also entweder r2 = 3 oder 252 = 3, beides unméglich in Q.
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Beweis. Sei L/K endlich und @ € L und n := [L : K]. Die Menge der Potenzen {1,a,...,a"}
enthélt n + 1 Elemente und ist daher notwendigerweise linear abhéngig iiber K. Es gibt also ein
Polynom f € K[X]\ {0} mit f(a) =0 und sogar mit deg(f) < n. O

Es lohnt sich, die Algebraizitdt von Elementen genauer zu quantifizieren:

5.3.5 Definition. Sei a € L algebraisch iber K. Dann ist das Minimalpolynom min(a) das
eindeutige Element von K[X| mit Leitkoeffizient 1, fiir das

{f e K[X]: f(a) =0} = (min(a))
gilt.

Weil ein nichttriviales Ideal in K[X] immer von einem Element # 0 vom kleinsten Grad
erzeugt wird (siehe den Beweis von Satz 4.7.3), kann das Minimalpolynom dquivalent als das
eindeutige Polynom f € K[X] mit f(a) = 0 und Leitkoeffizient 1 charakterisiert werden, welches
unter allen Polynomen mit diesen Eigenschaften minimalen Grad hat. Folgende Charakterisierung
ist moch niitzlicher fiir konkrete Berechnungen.

5.3.6 Lemma. Sei a € L algebraisch iber K und f € K[X] ein Polynom mit f(a) = 0 und
Leitkoeffizient 1. Dann sind dquivalent:

(a) f = min(a).
(b) f ist irreduzibel in K[X].
Beweis. (a) = (b): Sei min(a) = gh mit g, h € K[X]. Dann gilt
g(a) - h(a) = min(a)(a) = 0.

Da L ein Korper ist, folgt g(a) = 0 oder h(a) = 0. Im ersten Fall gehort also auch g zum
Annihilatorideal, und daher auch min(a) | g. Aus g | min(a) und min(a) | g folgt dann, dass h
eine Einheit sein muss. Im zweiten Fall muss analog g eine Einheit sein.

(b) = (a): Wegen f(a) = 0 gilt min(a) | f, also (f) C (min(a)). Das Ideal (f) ist nach der
Irreduzibilitéit von f aber bereits maximal, und wegen (min(a)) # K[X] muss also (f) = (min(a))
gelten, so dass f und min(a) assoziiert sind. Weil beide Polynome den Leitkoeffizienten 1 haben,

folgt f = min(a). O

5.3.7 Bemerkung. Der Beweis von Satz 5.3.4 sowie Lemma 5.3.6 deuten an, wie man ein
Minimalpolynom bestimmen kann. Dazu gibt es folgende allgemeine Strategien:

(a) Man schaut sich die Potenzen

n n—1 1

an und untersucht, ob diese linear abhéngig tiber K sind. Sei n der kleinste Wert, fiir den
das der Fall ist. In diesem Fall liefert uns eine lineare Relation

@ +rp1a” P+t ra+ro=0

das Minimalpolynom: aufgrund der Minimalitdt von n muss namlich r,, # 0 sein, so dass
wir durch Skalieren r,, = 1 erreichen kénnen. Damit ist

min(a) = X" + 7, 1 X" 4+ X 47
das Minimalpolynom von a.

(b) Falls man bereits ein Polynom f € K[X] mit f(a) = 0 kennt, dann kann man schau-
en, ob f irreduzibel ist. Wenn ja, dann ist f bereits das Minimalpolynom von a. Wenn
nein, dann faktorisiert man f in Faktoren, die nach Moglichkeit alle irreduzibel sind, und
schaut, welcher Faktor a zu Null macht. Einer dieser irreduziblen Faktoren ist dann das
Minimalpolynom.
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5.3.8 Beispiel. (a) Was ist das Minimalpolynom einer komplexen Zahl r + si iiber R? Falls
s = 0, dann sind bereits 1 und r linear abhéngig tiber R, und entsprechend ist min(r) =
X —r. Falls s # 0, dann sind 1 und r + si linear unabhéngig {iber R. Sobald man aber
(r +si)? dazunimmt, muss es aus Dimensionsgriinden eine lineare Abhiingigkeit geben, wie
im Beweis von Satz 5.3.4. Diese kennen wir aber bereits aus Beispiel 5.3.2(b), so dass

min(r + si) = X2 — 2rX + (r? + s%).

(b) Fiir eine Primzahl p und n € Nyq ist das Minimalpolynom von {/p € R iiber Q das
Polynom

min(/p) = X" —p, (5.11)
denn X" — p ist an der Stelle {/p gleich 0, und das Polynom X™ — p ist nach Beispiel 4.9.3
bereits irreduzibel iiber Q.

Fiir ein Element a € L bezeichnen wir mit KJa] den kleinsten Unterring von L, der K und
a enthélt, also die Menge aller Elemente von L, die sich als Polynom in a mit Koeffizienten aus
K schreiben lassen. Folgende Aussage erkliart dann, warum die Konstruktion aus Satz 5.2.7 so
héufig vorkommt.

5.3.9 Satz. Sei L/K eine Erweiterung und a € L algebraisch iber K. Dann ist K|a] bereits ein
Korper. Auflerdem ist die Abbildung

K[X]/(min(a))
9]

— Kla]
— g(a)
ein Isomorphismus.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der zweiten, denn K[X]/(min(a)) ist nach Satz 5.2.7
und Lemma 5.3.6 ein Korper. Daher reicht es aus, die zweite Behauptung zu zeigen.
Wir betrachten hierzu wieder den Auswertungshomomorphismus

ev, : K[X] — K]Ja]
g9 — g(a).

Dieser ist surjektiv, weil K[a] nach Definition aus allen Elementen besteht, die sich als Polynom
in @ mit Koeffizienten aus K schreiben lassen. Aufierdem ist

ker(ev,) = {g € K[X] : g(a) = 0} = (min(a))

nach der Definition des Minimalpolynoms. Nach dem ersten Isomorphiesatz fiir Ringe (Satz 4.3.17)
induziert ev, also einen Isomorphismus

KIX]/(min(a)) = K]a],
und dieser ist gerade durch [g] — g(a) gegeben. O
5.3.10 Beispiel. (a) Der Homomorphismus
QIX]/(X® —2) — Q[¥3]
9] — 9(V2)
ist ein Isomorphismus, so dass wir Q[X]/(X?® — 2) mit Q[+/2] identifizieren kénnen.

(b) Betrachten wir den Korper mit vier Elementen aus Abbildung 18 als Oberkdrper von Fa.
Dann gilt
min(a) = X2 + X + 1,

weil a eine Nullstelle von X2 + X + 1 ist, und dieses Polynom mangels Nullstellen in Fs
irreduzibel iiber Fs ist. Also ist der Homomorphismus

Fo[X]/(X2 + X 4 1) — Fy[a)
[9] — g(a)

ein Isomorphismus.
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5.3.11 Beispiel. Manchmal kann man auch Uberlegungen zum Grad von Erweiterungen an-
stellen, um das Minimalpolynom zu bestimmen. Zum Beispiel gilt iiber K = Q, dass

min(v2 +v3) = X* - 10X? + 1;

siehe auch die Diskussion zu Beginn des Kapitels. Dies sieht man folgendermafien. Nach Bei-
spiel 5.2.12 ist

[Q[vV2+ V3] : Q] = 4.

Nach Satz 5.3.9 hat also auch Q[X]/(min(v/2 + v/3)) Grad 4 iiber Q. Weil dieser Grad nach
Satz 5.2.7 aber mit dem Grad von min(\/§ + \/3) iibereinstimmen muss, gilt auch

deg(min(v2 + v3)) = 4.

Andererseits ist

(V2+V3)* —10(vV2+V3)2 +1=0.

Also muss X —10X?2+1 bereits das Minimalpolynom sein. Insbesondere folgt daraus jetzt auch,
dass das Polynom irreduzibel ist, was ohne diese Uberlegung nicht offensichtlich ist.

5.3.12 Beispiel (Einheitswurzeln). Fiir n € N5 sind die n-ten Einheitswurzeln die komple-
xen Zahlen z mit z™ = 1, also die Zahlen

L1 .9 . n—1
1 e27r7,- - 627rz- = 627T’L' -

) ) 7 R

Diese bilden eine abelsche Gruppe unter der Multiplikation, die zyklisch ist. Ein Erzeuger dieser
Gruppe heifit primitive n-te Einheitswurzel. Zum Beispiel ist ¢ := 2™ eine primitive n-
te Einheitswurzel. Diese sind offensichtlich algebraisch iiber Q, denn sie erfiillen die Gleichung
X" —1=0. Damit ist ihr Minimalpolynom jedenfalls ein Teiler von X™ — 1. Aber wie schaut es
genau aus?

Schauen wir uns einige konkrete Félle an:

(a) Die allereinfachsten Fille sind n = 1 und n = 2, denn hier gilt

G =1, min(1) = X — 1,
G2 =—1, min(—1) = X + 1.

(b) Der erste interessante Fall ist n = 3, denn hier gilt

SE

X 1
(3= 6271'1% = _§ +i—,
und damit
min((3) = X%+ X + 1.

In der Tat gilt (3 + (3 + 1 = 0, denn das reguliire Dreieck mit den Ecken 1, (3, (3 hat den
Ursprung als Schwerpunkt.

(c) Fiir n =18 gilt
min(¢ig) = X% — X3 + 1.
Tatséchlich ist einerseits (15 eine Nullstelle von X¢ — X3 + 1, denn
(CTs)* = Cls +1=0
folgt aus
(Gis)® = Cis = —1, (s # -1
und aus der Faktorisierung Y2 +1 = (Y +1)(Y? — Y + 1) durch Einsetzen von Y = (.

Wir miissen also noch die Irreduzibilitit von X% — X3 +1 iiber Q zeigen. Um das Eisenstein-
Kriterium anwenden zu kénnen, verschieben wir wieder die Variable wie in Beispiel 4.9.3(b),

(X -1 - (X —1)*+1=X-6X"+15X"* - 21X% 4+ 18X?% — 9X + 3.

Dieses Polynom ist nach dem Eisenstein-Kriterium fiir p = 3 irreduzibel iiber Q. Da die
Substitution X — X — 1 die Irreduzibilitét erhalt, ist also auch X% — X3 + 1 irreduzibel
iiber Q.
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X3 -3X +1 (X —a)=X?+aX + (a® - 3)

—(X3 - aX2)
aX? —3X +1
—(aX? — a’X)
(a® —3)X +1
—((a® = 3)X — a(a® - 3))
a®—3a+1=0

Abbildung 19: Zu Beispiel 5.4.1(a): Polynomdivision von X3 —3X + 1 durch X —a in L[X]. Der
Rest verschwindet wegen a® — 3a + 1 = 0.

(d) Fiir alle n < 104 hat min(¢,) nur Koeffizienten aus {—1,0,1}. Aber bei n = 105 tritt zum
ersten Mal ein Koeffizient —2 auf!

5.4 Zerfillungskorper

Wenn man den formalen Quotienten K[X]/(f) bildet, um eine Nullstelle von f zu “adjungieren”,
dann kann f in der Erweiterung bereits in Linearfaktoren zerfallen, muss aber nicht. Die folgenden
Beispiele zeigen beide Verhaltensweisen iiber Q.

5.4.1 Beispiel. (a) Wir betrachten zunichst den Korper
L:=Q[T]/(T? - 3T + 1),
aus Beispiel 5.2.8(b) und schreiben
a=T+(T*-3T+1) € L.
Dann gilt a® — 3a + 1 = 0 nach Lemma 5.2.9, also hat das Polynom
X?-3X +1€Q[X]

in L die Nullstelle a. Hier verwenden wir bewusst zwei verschiedene Variablennamen: T fir
die Konstruktion des Restklassenrings und X fiir das Polynom, das wir anschliefsend iiber
L faktorisieren.

Tatséchlich zerfallt X3 —3X +1 als Element von L[X] bereits vollstéindig in Linearfaktoren.
Denn zunéchst erhdlt man durch Polynomdivision (Abbildung 19), dass

X3 -3X +1=(X—a)(X?+aX + (a* - 3)).

Jetzt ist erstmal unklar, ob der zweite Faktor noch weiter zerfdllt. Durch quadratische
Ergénzung kann man aber sehen, dass dieser Term weiter zerféllt, weil

2 2 qy _ 22_ _§2
X +aX +(a 3)f<X+2> (3 4a)

- (x+3) - (@+5-2)"

wobei der wesentliche Schritt der zweite ist, also die Feststellung, dass 3 — %a2 ein Quadrat
in L ist. Daher sind die beiden Nullstellen gegeben durch

a 3 a a az—2
_7:|: _72:—7:|:<2 ——2): ?
5 T3¢ s =\ 13 —a®—a+2.

Somit hat unser urspriingliches Polynom in L noch die weiteren Nullstellen

(12—27 —a2—a+2,
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und es zerféllt daher vollstdndig in L[X] in Linearfaktoren:
X3 -3X+1=(X—-a)
(X —(a® - 2)
(X = (—a®>—a+2)).
(b) Fiir das Polynom X3 — 2 passiert dies dagegen nicht. Setze
M =Q[T]|/(T®-2), b=T+(T*-2)e M.
Dann bekommt man durch Polynomdivision
X% 2= (X —b)(X?+bX +b%)

in M[X], aber der quadratische Faktor zerfillt nicht weiter iber M. Um dies zu sehen,
identifizieren wir M nach Satz 5.3.9 mit Q(\Vﬁ) C R, was wegen der Irreduzibilitdt von
T3 — 2 in Q[T (Beispiel 4.9.3) moglich ist. Die beiden weiteren komplexen Nullstellen von

X3 —2sind
wv2, WiV,
wobei w = €2™/3 cine primitive dritte Einheitswurzel ist. Diese beiden Nullstellen sind

nicht reell und kénnen daher nicht in M C R liegen. Somit zerfillt X2 — 2 in M[X] nicht
vollstdndig in Linearfaktoren.

Das unterschiedliche Verhalten der beiden Polynome in den obigen Beispielen wird auch durch
die folgende Definition abstrakt erfasst.

5.4.2 Definition. Eine Erweiterung L/ K heifit Zerfallungskdrper eines Polynoms f € K[X]\
{0}, falls f in L[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt,

n

f:cH(Xfai) mit c € K, a; € L,

i=1
und L = Klay, .. .,a,] gilt.
Dabei ist KJa,...,a,]| automatisch bereits ein Kérper: jedes a; ist algebraisch iiber K, und
daher auch iiber dem Kérper Klas,...,a;_1], so dass
K[al, ey aj] = K[al, ey aj_l][aj]

nach Satz 5.3.9 wieder ein Korper ist.

5.4.3 Beispiel. (a) Fiir L = Q[T]/(T3—3T +1) aus Beispiel 5.4.1(a) ist L ein Zerfillungskor-
per von X3 — 3X + 1, weil dieses Polynom in L[X] vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt,
und weil L bereits von der einzelnen Nullstelle a erzeugt wird, zum Beispiel weil ja {1, a, a?}
eine Basis von L iiber Q bildet.

(b) Fiir M = Q[T]/(T® — 2) = Q[+/2] aus Beispiel 5.4.1(b) ist M kein Zerfillungskérper von
X3 — 2, weil dieses Polynom in M[X] nicht vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, wie wir
gesehen haben.

Ein Zerfillungskorper von X2 — 2 als Unterkorper von C ist

Q[V2,u],

27i/3

wobei w i=e eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Denn in diesem Korper gilt

X3 —2=(X - V2)(X —wV2)(X —w?V2),

und der Korper wird von diesen Nullstellen iiber Q erzeugt.
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Unser Ziel wird jetzt sein, zu zeigen, dass jedes Polynom f € K[X] einen Zerfallungskorper
besitzt, und dass dieser bis auf Isomorphismus eindeutig ist. Fiir letzteres prézisieren wir erst,
was damit gemeint ist.

5.4.4 Definition. Fir Korpererweiterungen L/K und M/K ist ein K-Homomorphismus
ein Ringhomomorphismus o : L — M, der die Elemente von K festhdilt, also o(a) = a fir alle
a€ K.

Aquivalent kann man o(a) = a fiir alle @ € K auch als Kommutativitit des Diagramms

ausdriicken. Ein K-Isomorphismus ist dementsprechend ein K-Homomorphismus, der bijektiv
ist. Wie schon bei Gruppenhomomorphismen und Ringhomomorphismen allgemein iiberlegt man
sich leicht, dass damit auch der inverse Homomorphismus ein K-Homomorphismus ist.

5.4.5 Beispiel. (a) Der Isomorphismus zwischen R[X]/(X? + 1) und C aus (4.15) ist ein R-
Isomorphismus, weil er die Elemente von R festhalt.

(b) Der Isomorphismus K[X]/(min(a)) = KJa] aus Satz 5.3.9 ist ein K-Isomorphismus, weil er
die Elemente von K festhilt.

(¢) Sei ¢ : K — L ein beliebiger Ringhomomorphismus zwischen zwei Kérpern. Einen solchen
kann es nur geben falls
char(K) = char(L).
Denn aufgrund der Injektivitidt von ¢ und (1) =1 gilt 1+ ---+ 1 =0 in K genau dann,
wenn 14 ---+1=0in L gilt.
Jetzt konnen wir feststellen:
> Falls beide Koérper Charakteristik 0 haben, dann ist @Q sowohl in K als auch in L

enthalten, und ¢ muss die Elemente von Q festhalten, weil es die Elemente von Z
festhalt. Also ist ¢ automatisch ein Q-Homomorphismus,

> Falls beide Kérper Charakteristik p > 0 haben, dann ist I, sowohl in K als auch in
L enthalten, und ¢ ist analog automatisch ein F,-Homomorphismus.

5.4.6 Bemerkung. Die Oberkérper L und M sind nach Bemerkung 5.2.3 ja automatisch K-
Vektorrdaume. Beziiglich dieser Vektorraumstruktur ist jeder K-Homomorphismus ¢ : L — M
automatisch K-linear, weil fiir a € K und = € L gilt

plax) = p(a)p(z) = ap(z),

und weil ¢ als Ringhomomorphismus ohnehin additiv ist. Diese K-Linearitdt von K-Homomorphismen
wird bei zukiinftigen Beweisen eine wichtige Rolle spielen, wo wir dann entsprechend Methoden
aus der linearen Algebra verwenden koénnen.

5.4.7 Lemma. Sei ¢ : L — M ein K-Homomorphismus und f € K[X] ein Polynom. Dann
bildet ¢ die Nullstellen von f in L auf Nullstellen von f in M ab.

Beweis. Sei
f=e X"+ -+ X 4+
und a € L eine Nullstelle von f, also f(a) = 0. Dann gilt
fle(a)) = cnp(a)™ + - -+ + crp(a) + co
= cnp(a”) + -+ apla) + o
=p(cpa”™ 4+ -+ cra+ o)
= ¢(f(a)) (5.12)
= ¢(0)
=0,
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wobei wir im ersten Schritt die Exponenten durch die Multiplikativitdt von ¢ hineinziehen und
im zweiten Schritt die K-Linearitdt von ¢ verwenden. Also ist ¢(a) eine Nullstelle von f in
M. O

5.4.8 Lemma. Sei L/K beliebig und g € K[X] irreduzibel. Dann gibt es eine Bijektion zwischen
den K-Homomorphismen ¢ : K[X]/(g) — L und den Nullstellen von g in L, gegeben durch

o r— o(X +(9))-

Dass wir Homomorphismen iiber K betrachten, bedeutet also dass das Diagramm

kommutiert, so dass ¢ die Elemente von K festhilt.

Beweis. Weil X +(g) eine Nullstelle von g in K[X]/(g) ist, folgt aus Lemma 5.4.7, dass ¢(X +(g))
tatséchlich eine Nullstelle von ¢ in L ist.

Fiir die Injektivitét seien ¢, o : K[X]/(g9) — L zwei Homomorphismen iiber K mit ¢(X +
(9)) = (X + (g9)). Wie in (5.12) gilt dann fiir jedes f € K[X]

o(f +(9)) = f(e(X +(9)) = f(o(X +(9))) = o(f + (9))-

Also muss ¢ = o der Fall sein, so dass die Konstruktion tatséchlich injektiv ist.
Fiir die Surjektivitit sei a € L eine Nullstelle von g. Definiere ¢ : K[X]/(g) — L durch

o(f +(9) = f(a).

Dies ist nach der Abbildungseigenschaft von Restklassenringen (Lemma 4.3.16) und der Annahme
g(a) = 0 wohldefiniert und ein Homomorphismus. Falls f ein konstantes Polynom ist, dann bildet
@ es auch auf das entsprechende Element von K C L ab, so dass ¢ ein Homomorphismus iiber
K ist. Es ist klar, dass in der Tat (X + (g9)) = a gilt. O

5.4.9 Satz. Fiir jedes Polynom f € K[X]\ {0} uber einem Kérper K existiert ein Zerfdllungs-
kdrper. Dieser ist eindeutig bis auf Isomorphismus von Erweiterungen von K.

(Ab hier werden die Beweise nur noch teilweise besprochen J

Beweis. Falls deg(f) < 1, dann ist f bereits ein Produkt von Linearfaktoren, also K selbst ein
Zerfallungskorper von f.

Allgemein verwenden wir Induktion iiber deg(f). Fiir den Induktionsschritt sei also deg(f) >
1. Falls f bereits iiber K vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt, dann sind wir wieder fertig.
Andernfalls hat f einen irreduziblen Faktor g € K[X] vom Grad > 2. Nach Satz 5.2.7 ist

L= K[T)/(9(T))

eine Korpererweiterung von K, und fiir ay =T + (9(T)) € L gilt g(a;) = 0 nach Lemma 5.2.9.
Wegen ¢ | f gilt also auch f(a;) = 0. Somit kénnen wir f in L[X] in der Form

f=(X—a1)h

mit einem Polynom h € L[X] schreiben. Nach Induktionsannahme besitzt h einen Zerfillungs-
korper M /L. Dann zerféllt auch f iiber M vollstéindig in Linearfaktoren.
Sind as, . ..,a, € M die Nullstellen von h, dann ist

M = Llas,...,a,] = Klai, az, ..., a,).

Also ist M/K ein Zerfallungskorper von f.
Nun zur Eindeutigkeit. Wir verwenden Induktion tiber deg(f), um die folgende allgemeinere
Aussage zu zeigen:
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> Ist 7 : K — K’ ein Isomorphismus von Korpern, L/ K ein Zerfallungskorper eines Polynoms
f € K[X|\{0} und L'/K' ein Zerfallungskorper von 7(f), dann gibt es einen Isomorphismus
o: L — L', so dass das Diagramm

j j (5.13)

kommutiert, also so dass o die Elemente von K geméft T abbildet.

Hierbei ist mit 7(f) € K'[X] das Polynom gemeint, das man durch Anwenden von 7 auf die
Koeffizienten von f erhéilt. Die im Satz behauptete Eindeutigkeit ist der Spezialfall K/ = K und
7 = idg. Der Grund dafiir, dass wir die Aussage in dieser allgemeineren Form zeigen, ist, dass
so der Induktionsbeweis iiber deg(f) durchfithrbar wird: wir haben zwar eine stirkere Aussage
zu zeigen, konnen dafiir aber auch eine stirkere Induktionsannahme verwenden.

Induktionsanfang: falls deg(f) < 1, dann sind die Zerfallungskorper gleich den Grundkorpern,
und wir kénnen ¢ = 7 verwenden.

Induktionsschritt: Sei jetzt also deg(f) > 1. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass f irre-
duzibel ist. Dann sei a € L eine beliebige Nullstelle von f und b € L’ eine Nullstelle von 7(f).
Wenn wir oBdA annehmen, dass der Leitkoeffizient von f gleich 1 ist, dann gilt aufgrund der
Irreduzibilitdt von f {iber K also f = min(a). Analog erhalten wir 7(f) = min(b). Wir betrachten
dann das Diagramm

Hierbei ergeben sich die Isomorphismen unten links und unten rechts aus Satz 5.3.9. Sei X :
K[a] — K'[b] der Isomorphismus, der sich aus der Verkniipfung der drei unteren Isomorphismen
ergibt.

Durch Polynomdivision erhalten wir

f=X-a)g

mit g € K[a][X]. Da L/K ein Zerfdllungskorper von f ist, folgt, dass L/ K|[a] ein Zerfallungskérper
von g ist. Weil X eine Fortsetzung von 7 ist, gilt

7(f) = (X =b) - Ag),

und L'/ K'[b] ist ein Zerfallungskorper von A(g). Weil deg(g) < deg(f) gilt, konnen wir die Induk-
tionsannahme auf diese beiden Zerfallungskérper anwenden, und erhalten so einen Isomorphismus
o: L — L', so dass das Diagramm

Kla] —2— K'[b]

| [

L——— I

kommutiert. Durch Kombination der beiden Diagramme ergibt sich dann das gewiinschte kom-
mutative Diagramm

K ——— K’

l l

Kla] —2 K'[b]
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(a) Die Wirkung von o. (b) Die Wirkung von p.

Abbildung 20: Wirkung der Elemente o, p € Gal(Q[v/2,w]/Q) aus (5.15) auf die Nullstellen von
X3 —2.

Insbesondere setzt o auch 7 fort, womit der irreduzible Fall erledigt ist.
Es bleibt der Fall, dass f nicht irreduzibel ist. Dann kénnen wir

f=rfif

mit Polynomen fi, fo € K[X] schreiben, fiir die

0 < deg(f1),deg(f2) < deg(f)

gilt. Sei E C L der von den Nullstellen von f; erzeugte Korper iiber K. Dann ist E/K ein
Zerfallungskorper von fi. Analog sei E' C L’ der von den Nullstellen von 7(f;) erzeugte Korper
iber K’. Dann ist E'/K’ ein Zerfallungskorper von 7(f1). Nach Induktionsannahme gibt es also
einen Isomorphismus A : E — E’, der 7 fortsetzt.

Nun ist L/E ein Zerfillungskorper von fo, denn L wird tiber K von den Nullstellen von
f = fife erzeugt, und die Nullstellen von f; liegen bereits in E. Ebenso ist L'/E’ ein Zerfal-
lungskorper von 7(f2). Da A die Abbildung 7 fortsetzt, gilt A(f2) = 7(f2). Wir konnen daher die
Induktionsannahme ein zweites Mal anwenden, diesmal auf den Isomorphismus A : E — E’ und
das Polynom f, € E[X]. Dadurch erhalten wir einen Isomorphismus o : L — L', der X fortsetzt.
Insbesondere setzt o auch 7 fort, womit auch dieser Fall erledigt ist. O

5.4.10 Bemerkung. Zerfillungskorper sind insbesondere dann von Interesse, falls das Polynom
f irreduzibel ist. Aber sowohl die Definition als auch der Beweis von Satz 5.4.9 brauchen die
Irreduzibilitdt von f nicht.

5.5 Galoisgruppen und Fixkorper

Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Symmetrien von Korpererweiterungen. Dies wird uns
starkere Ergebnisse iiber die Struktur von Korpererweiterungen liefern und tiefgreifende Anwen-
dungen ermoglichen.

5.5.1 Definition. Die Galoisgruppe einer Erweiterung L/K ist
Gal(L/K) := {K-Isomorphismen o : L — L},
betrachtet als Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung von Funktionen.

Weil o : L — L den Koérper L auf sich selber abbildet, sprechen wir auch von K-Automorphismen
von L.

5.5.2 Beispiel. (a) Fiir jede Erweiterung L/K ist id; € Gal(L/K). Falls L = K gilt, dann
ist dies der einzige K-Automorphismus, also

Gal(K/K) = {idk}.
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(b) Fir die Erweiterung C/R gibt es genau zwei R-Automorphismen, nédmlich id¢ und die
komplexe Konjugation o : z — Z. Also gilt

Gal(C/R) = {idc, 0} = Zs.

Der Grund ist, dass ein R-Automorphismus insbesondere R-linear ist und ¢ auf eine Null-
stelle von X2 + 1 schicken muss. Also kann i nur auf i oder auf —i abgebildet werden.
Zusammen mit 1 — 1 und der R-Linearitdt ergibt sich dann die Behauptung.

(c) Sei D € Z\ {0,+1} quadratfrei. Fiir die quadratische Erweiterung Q[v/D]/Q gilt analog
Gal(QVD)/Q) = {id, o} = 2/22,

wobel

o(r+sVD)=r—sVD

fiir r, s € Q gilt. Ein Q-Automorphismus muss namlich v/D auf eine Nullstelle von X2 — D
abbilden, also auf v/D oder —v/D, und ist dann wegen Q-Linearitét eindeutig festgelegt.

(d) Die Erweiterung Q[+/2]/Q aus Beispiel 5.4.1(b) dagegen hat triviale Galoisgruppe, also
Gal(Q[V/2]/Q) = {id}.

Denn ein Q-Automorphismus von L muss +/2 auf eine Nullstelle von X? — 2 in Q[v/2] ab-
bilden. Wie wir in Beispiel 5.4.1(b) gesehen haben, ist /2 aber die einzige solche Nullstelle
in Q[v/2]. Also wird /2 festgehalten, und damit auch ganz Q[/2].

(e) Der Zerfillungskorper von X3 — 2 iiber Q ist nach Beispiel 5.4.3
L =Q[V2,u],

wobei w eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Ein Q-Automorphismus von L muss /2

auf eine der drei Nullstellen
V2, wv?2, WAV2 (5.14)

von X? — 2 abbilden, und w auf eine der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln w
oder w?. Um zu sehen, dass diese Moglichkeiten tatséichlich vorkommen, betrachten wir die
beiden Abbildungen p,o : L — L, die durch

a(V2) = V2, o(w) = w?,
p(V2) = wV2,  pw) =w

bereits festgelegt sind, weil sie sich durch Multiplikativitdt und Q-Linearitdt auf ganz L
eindeutig fortsetzen.

(5.15)

Die Abbildung o ist gerade die Einschrinkung der komplexen Konjugation auf L, denn /2
ist reell und @ = w?. Damit ist klar, dass o tatsichlich ein Q-Automorphismus von L ist.
Dass p ein Q-Automorphismus von L ist, sieht man zum Beispiel dadurch, dass man seine

Werte auf der Q-Basis*!
2 2
{1, V2, V2, w, wV/2, wV/2"}

ausrechnet und dann auf allen Paaren von Basisvektoren tiberpriift, dass die Multiplikation
erhalten bleibt. Dann folgt die Erhaltung der Multiplikation allgemein aus der Q-Linearitét
von p und der Q-Bilinearitdt der Multiplikation in L.

In Abbildung 20 ist die Wirkung von o und p auf den drei Nullstellen von X3 —2 dargestellt.
Weil diese beiden Permutationen die symmetrische Gruppe Ss der Permutationen der drei
Nullstellen (5.14) erzeugen (siehe Beispiel 2.2.14), erhalten wir, dass die Galoisgruppe mit
der symmetrischen Gruppe S3 iibereinstimmt, also

Gal(L/Q) = Ss.

41Denn X3 — 2 ist irreduzibel iiber Q, also ist {1, ¥2, %2} eine Q-Basis von Q[¥/2]. Auferdem ist Q[¥2] CR,
aber w ¢ R, also ist X2 4+ X + 1 iiber Q[¥/2] irreduzibel und {1, w} eine Basis von L iiber Q[{/2]. Zusammensetzen
dieser beiden Basen wie im Beweis von Satz 5.2.11 liefert die angegebene Basis.
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Am Schluss haben wir dabei bereits die folgende Beobachtung verwendet.

5.5.3 Lemma. Sei L/K Zerfallungskérper eines Polynoms f € K[X]\ {0} mit Nullstellen
ai,...,an € L. Dann permutiert jedes o € Gal(L/K) diese Nullstellen, und dies induziert einen

Homomorphismus
Gal(L/K) < Sy,

wodurch Gal(L/K) zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, der Permutationen von
n Elementen wird.

Hierbei werden die Nullstellen ay, ..., a, ohne Wiederholung betrachtet, d.h. dass jede mehr-
fache Nullstelle nur einmal vorkommt. In der Terminologie von Abschnitt 2.4 kénnen wir auch sa-
gen, dass Gal(L/K) auf der Menge der Nullstellen wirkt. In dieser Situation nennt man Gal(L/K)
auch die Galoisgruppe von f.

Beweis. Nach Lemma 5.4.7 bildet jedes o € Gal(L/K) Nullstellen von f wieder auf Nullstellen
von f ab. Also induziert o eine Abbildung

{a1,...,an} — {a1,...,an}.

Dieselbe Aussage gilt aber auch fiir ¢~ '. Daher ist diese Abbildung bijektiv, also eine Permutation
der Nullstellen.
Da L/K ein Zerfallungskérper von f ist, wird L von diesen Nullstellen erzeugt:

L=Kla,...,ay).

Jedes Element von L lasst sich also als Polynom in a4, ..., a, mit Koeffizienten in K schreiben.
Wenn zwei K-Automorphismen von L auf allen Nullstellen a; {ibereinstimmen, dann stimmen sie
deshalb auf jedem solchen Polynom iiberein. Also stimmen sie auf ganz L iiberein. Die Zuordnung

Gal(L/K) — Sy, 0 0lfar,..an}s

ist daher injektiv. Sie ist auferdem ein Gruppenhomomorphismus, denn die Wirkung von o o 7
auf die Nullstellen ist die Hintereinanderausfiithrung der Wirkungen von 7 und o. O

Wir betrachten ein weiteres instruktives Beispiel, welches die Diskussion zu Beginn des Ka-
pitels und Beispiele 5.2.12 und 5.3.11 weiterfiihrt.

5.5.4 Beispiel. Wie wir bereits wissen, ist
f=X*"—10X%2+1
das Minimalpolynom von v/2++/3 iiber Q, wobei (5.3) die Faktorisierung in Linearfaktoren iiber

C ist, und es gilt
QV2+ V3] = Qlv2, V3.

Insbesondere ist also Q[v/2, /3] ein Zerfillungskérper von f iiber Q.

Was ist jetzt die Galoisgruppe von Q[v/2, /3] iiber Q? Nach Lemma 5.5.3 kénnen wir sie als
Untergruppe der Permutationen der vier Nullstellen 4-/2 + /3 auffassen. Andererseits muss ein
Q-Automorphismus von Q[v/2, /3] die beiden Nullstellen von X2 — 2 aufeinander abbilden, und
analog mit den Nullstellen von X? — 3. Deshalb muss es Vorzeichen v,w € {41} geben, so dass
ein Q-Automorphismus o : Q[v/2,v/3] — Q[v/2, /3] die Gleichungen

o(V2)=vv2,  o(V3)=wV3

erfiillt. Aufserdem ist klar, dass ¢ dadurch eindeutig durch diese Gleichungen sowie Additivitét
und Multiplikativitét bestimmt ist. Umgekehrt definiert jede Wahl von v und w tatséchlich einen
Q-Automorphismus von Q[v/2, /3], der auf den Basisvektoren {1,v/2,v/3,v/2 -3} durch

11, V2 = 0V/2, V3 = w3, V2.3 vwv2-3
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+VZ- V3 Q O —V2-V3
[ J [ J

HVI-VE V-3
[ ] [ ]

\_/
[ ] [ ]
+V2+3 -V2+V3
=
+V2+3 —-V2+3
(a) Fir (v,w) = (+1,4+1). (b) Fiir (v,w) = (—1,41).
V23 V23 +V2-V3 V23
[ ] [ [ ] [ ]
[ J [ ] [ J [ ]
+V2+ V3 —V2+ V3 +V2+ V3 V243
(c) Fir (v,w) = (+1,—1). (d) Fir (v,w) = (—1,-1).

Abbildung 21: Wirkung der vier Elemente von Gal(Q[v/2,v/3]/Q) auf die Nullstellen von X* —
10X2 + 1.

definiert ist. Diese Abbildung erhélt in der Tat die Multiplikation, wie man direkt nachrechnen
kann.*? Somit besteht die Galoisgruppe genau aus den vier Automorphismen, deren Wirkung
auf die Nullstellen von f in Abbildung 21 dargestellt ist.

Wenn man zwei solche Automorphismen mit den Vorzeichen (v, w) und (v’,w’) hintereinan-
der ausfiihrt, dann multiplizieren sich die Vorzeichen komponentenweise. Daher kéonnen wir die
Galoisgruppe identifizieren mit

Gal(Q[V2,V3]/Q) = Zy x Zo.
Siehe hierzu auch die Gruppe V; aus Beispiel 2.5.2.

Wir haben Beispiele gesehen, wo die Anzahl der Elemente der Galoisgruppe Gal(L/K) mit
dem Grad [L : K] {ibereinstimmt, und Beispiele wo sie kleiner ist. Die folgende Aussage zeigt,
dass die Galoisgruppe nicht grofer sein kann als der Grad.

5.5.5 Satz. (a) Die Teilmenge
Gal(L/K) C Ling (L, L)
ist linear unabhdngig tiber L.

(b) Falls L/K endlich ist, gilt
|Gal(L/K)| < [L: K]. (5.16)

Mit Ling (L, L) bezeichnen wir hier die Menge aller K-linearen Abbildungen von L nach L.
Diese ist beziiglich der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation ein L-Vektorraum, und
auf diese Vektorraumstruktur bezieht sich die lineare Unabhingigkeit.*?

Beweis. (a) Seien o1,...,0, € Gal(L/K) paarweise verschieden, und angenommen, es gibt
eine lineare Gleichung
cior+ -+ cmom =0

42 Aufgrund der Q-Linearitét von o und der Bilinearitét der Multiplikation reicht es, dies auf allen Paaren von
Basisvektoren nachzurechnen.
43Sjehe auch den folgenden Beweis zum besseren Verstindnis.
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mit Koeffizienten ¢; € L, die nicht alle null sind. Unter allen solchen Gleichungen wéhlen wir
eine mit minimalem m. Dann ist ¢; # 0 fiir alle ¢, denn sonst kdnnten wir einen Summanden
weglassen und hétten eine lineare Gleichung mit weniger als m Summanden.

Der Raum aller solcher Koeflizienten ¢ = (c1, ..., ¢y) ist ein L-Untervektorraum von L™.
Wir zeigen zunéchst, dass dieser Untervektorraum eindimensional ist. Falls wir zwei line-
ar unabhéngige Koeflizientenvektoren ¢ und d mit der obigen Eigenschaft hétten, dann
konnten wir eine Linearkombination von ¢ und d bilden, in der der Koeffizient von o,
verschwindet. Damit hétten wir eine lineare Gleichung mit weniger als m Summanden, was
der Minimalitdt von m widerspricht. Also ist der Untervektorraum eindimensional, d.h. die
Koeffizienten ¢; sind bis auf Skalierung durch ein Element von L eindeutig bestimmt.

Nach Voraussetzung gilt
cio1(x)+ - -+ emom(z) =0 Vx e L.

Wenn wir jetzt ein Produkt axz € L einsetzen und die Multiplikativitdt der o; verwenden,
erhalten wir
cro1(a) -o1(x) + -+ emom(a) - om(x) =0 Vz € L.

Nach der Eindeutigkeitsbetrachtung gibt es also ein r, € L mit

cioi(a) = rqc; Vi.
Wegen ¢; # 0 folgt
oi(a) =1, Vi,
also insbesondere o;(a) = o;(a) fir alle 4, j. Weil a beliebig war, folgt, dass o1 = -+ = o,

gilt. Da die o; paarweise verschieden waren, kann dies nur fiir m = 1 moglich sein. Dies ist
aber auch unméglich, denn dann wiirde direkt ¢101(1) = ¢; = 0 folgen. Also kann es keine
nichttriviale lineare Gleichung geben und die lineare Unabhéngigkeit ist gezeigt.

(b) Es gilt
dimg (Ling (L, L)) = dimg (L)?,

wie man zum Beispiel nach Wahl einer Basis in L sieht, welche die K-linearen Abbildun-
gen mit den Matrizen der Grofe dimg (L) X dimg (L) identifiziert. Wie im Beweis der
Gradformel aus Satz 5.2.11 zeigt man jetzt, dass andererseits

dimg (Ling (L, L)) = dimg(Ling (L, L)) - [L : K]
gilt.** Da per Definition ja aber [L : K] = dimg (L) gilt, bekommen wir
dimy, (Ling (L, L)) = [L : K].
Nach (a) folgt also |Gal(L/K)| < [L : K]. O
5.5.6 Definition. Sei L/K eine Kirpererweiterung.

(a) Fin Zwischenkdrper von L/K ist eine Teilmenge Z C L mit K C Z, die ebenfalls ein
Korper ist.

(b) Die Menge aller Zwischenkorper von L/K bezeichnen wir mit ZwiKd(L/K), und wir be-
trachten sie als teilgeordnete Menge beziiglich der Inklusion.

5.5.7 Beispiel. (a) Die Erweiterung C/Q hat sehr viele Zwischenkérper, und viele unserer
Beispiele in diesem Kapitel gehdren dazu, insbesondere R, Q[v/D], Q[v/2], Q[¥/2, w], etc.

(b) Q[V/2] ist ein Zwischenkérper von Q[+/2,w]/Q.

44Dje allgemeine Aussage, welche sowohl den Beweis von Satz 5.2.11 als auch die jetzige Aussage verallgemei-
nert, ist die folgende: wenn man einen L-Vektorraum V als K-Vektorraum betrachtet indem man die skalare
Multiplikation von L auf K einschrankt, dann gilt dimg (V) = dimp (V) - [L : K]. Der Beweis ist genau wie in
Satz 5.2.11.
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(c) Q[v2] und Q[v/3] sind Zwischenkorper von Q[v/2,/3]/Q.

Die wesentliche Beobachtung der Galoistheorie® ist folgende Beziehung zwischen Zwischen-
kérpern und Untergruppen der Galoisgruppe, die wir im Folgenden noch verfeinern werden. Wie
in Beispiel 3.2.2(c¢) bezeichnen wir mit Sub(G) fiir eine Gruppe G die Menge aller Untergruppen
von G, teilgeordnet durch Inklusion.

5.5.8 Satz. Es gibt einen Galois-Zusammenhang

Stab
ZwiKé(L/K) Sub(Gal(L/K))°P (5.17)
\F/

wobei:

> Fir einen Zwischenkérper F von L/K ist
Stab(F) := {0 € Gal(L/K) : o(x) = x fiir alle x € F}
die Untergruppe der Galoisgruppe, die alle Elemente von F festhdlt.
> Fir eine Untergruppe G C Gal(L/K) ist
Fix(G) :={zx € L:o(z) =z fir alle 0 € G}
die Menge der Elemente von L, die von allen Elementen von G festgehalten werden.

Zum Verstédndnis der Aussage sei insbesondere an Beispiel 3.2.8 erinnert, welches eine &hnliche
Aussage in einem einfacheren Kontext ist.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass Fix(G) tatsichlich ein Zwischenkorper von L/K ist,
d.h. abgeschlossen beziiglich Addition, Multiplikation und additiven sowie multiplikativen In-
versen. Aufterdem ist klar, dass Stab(F') eine Untergruppe von Gal(L/K) ist, denn die Identitét
halt alle Elemente von F' fest, und wenn ¢ und 7 alle Elemente von F' festhalten, dann ist dies
auch fiir o o7 und o1 der Fall.

Fiir den Galois-Zusammenhang miissen wir jetzt zeigen, dass fiir alle F' € ZwiKd(L/K) und
G € Sub(Gal(L/K)) gilt, dass

G CStab(F) <= F CFix(G).

Das ist aber wie im Beweis von Beispiel 3.2.8 ganz klar, denn beide Seiten sind dquivalent zu der
Aussage, dass jedes o € G alle Elemente von F' festhélt. O

5.5.9 Bemerkung. (a) Die Abbildung Stab kann man auch mit F' — Gal(L/F') identifizieren.

(b) Den Galois-Zusammenhang aus Satz 5.5.8 kann man auf ganz dhnliche Weise fiir praktisch
alle mathematischen Strukturen betrachten: jedes mathematische Objekt hat eine gewisse
Symmetriegruppe, jede Untergruppe dieser Symmetriegruppe definiert ein gewisses Un-
terobjekt bestehend aus der Menge der Fixpunkte, und umgekehrt hat jedes Unterobjekt
einen Stabilisator. Mit dem gleichen Argument wie oben folgt dann, dass man es mit einem
Galois-Zusammenhang zu tun hat.

In der Korpertheorie ist diese Methode jedoch besonders fruchtbar, unter anderem durch
die Verbindung zwischen den Symmetriegruppen und den Permutationen der Nullstellen
von Polynomen (Lemma 5.5.3).

Bevor wir zu den Beispielen kommen, lohnt es sich, allgemeine Eigenschaften des Galois-
Zusammenhangs genauer zu untersuchen.

45Benannt nach ihrem Begriinder Evariste Galois (1811-1832), der die Theorie in seiner Jugend entwickelte
(teilweise als politischer Gefangener) und bei einem Duell ums Leben kam.
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5.5.10 Lemma. Sei L/K eine endliche Erweiterung und G C Gal(L/K) eine Untergruppe.
Dann ist L/Fix(G) endlich, und es gilt

L : Fix(G)] < |G-

Beweis. Schreibe n = |G|. Seien x4, ..., Z, € L mit m > n. Dann ist zu zeigen, dass die z; linear
abhéngig sind tiber Fix(G) als Grundkorper.
Das homogene lineare Gleichungssystem

m
ch o(z;) =0 VYoeG (5.18)
j=1

hat aus Dimensionsgriinden eine nichttriviale Lésung ¢y, ..., ¢, € L. Wihle eine solche Losung

mit minimalem m, indem gegebenenfalls einige der x; weggelassen werden. Wie im Beweis von
Satz 5.5.5(a) folgt dann, dass diese Koeffizienten bis auf Skalierung durch ein Element von L
eindeutig bestimmt sind. Wir zeigen, dass ¢; € Fix(G) fiir alle j gilt, was die gewiinschte lineare
Abhingigkeit iiber Fix(G) ergibt.

Fiir jedes p € G ist auch (p(c1), ..., p(cm)) wieder eine Losung der Gleichung, weil

m m

> pleg)ola;) = pe;) plp~ o(x) = p| D ¢;(p'o)(z;) | =0,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

wobei wir im zweiten Schritt verwenden, dass p ein Automorphismus von L ist. Im dritten Schritt
benutzen wir (5.18) mit dem Element p~1lo € G anstelle von o € G, was zuliissig ist, weil (5.18)
ja fir alle o gilt.

Dank der Eindeutigkeitsbetrachtung gibt es also ein r» € L mit

ple;) =rc; Vi=1,...,m.

Da wir durch Skalierung aber oBdA ¢; = 1 annehmen kénnen, folgt r = p(cq) = 1, also p(¢;) = ¢;
fiir alle j. Weil p € G beliebig war, bedeutet dies ¢; € Fix(G) fiir alle j, was zu zeigen war. [

Besonders niitzlich ist Satz 5.5.8 dann, wenn die beiden Abbildungen bijektiv sind. Die Frage
ist jetzt also, unter welchen Voraussetzungen dies der Fall ist. Zunéchst stellen wir fest, dass dies
zumindest in eine Richtung fiir jede endliche Erweiterung gilt.

5.5.11 Satz. Sei L/K endlich. Fir jede Untergruppe G C Gal(L/K) gilt dann
Stab(Fix(G)) = G.

Beweis. Die Inklusion
G C Stab(Fix(G))

ist klar: jedes Element von G hélt per Definition jedes Element von Fix(G) fest. Dies kann man
auch als Spezialfall von (3.10) sehen, wenn man das “op” in (5.17) beriicksichtigt, wodurch > zu
C wird.
Nach Lemma 5.5.10 und (5.16) gilt
|Stab(Fix(G))| = |Gal(L/Fix(GQ))| < [L : Fix(G)] < |G].
Wegen G C Stab(Fix(G)) folgt also
Stab(Fix(G)) = G,
wie behauptet. O

Mit dem allgemeinen Korollar 3.2.5(c) zu Galois-Zusammenhéngen kénnen wir also schliefen:

5.5.12 Korollar. (a) Fix ist injektiv.
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(b) Stab ist surjektiv.

(¢) Es gelten

F C Fix(Stab(F)) VF € ZwiKo(L/K),
G C Stab(Fix(G)) VG € Sub(Gal(L/K)).

(d) Der Galois-Zusammenhang (5.17) identifiziert Sub(Gal(L/K))°P mit einer Teilmenge von

ZwiKé(L/K).

Die Bestimmung der Zwischenkorper von L/K ist also dadurch zumindest teilweise auf die
Bestimmung der Untergruppen von Gal(L/K) zuriickgefiihrt. Dies ist oft deutlich einfacher, wie
die folgenden Beispiele zeigen werden. Im néchsten Abschnitt werden wir aulierdem sehen, dass
Fix und Stab in vielen Féllen sogar bijektiv sind, so dass die Zwischenkdrper von L/K genau
durch die Untergruppen von Gal(L/K) beschrieben werden konnen.

5.5.13 Beispiel. (a) Fiir die Erweiterung C/R ist Gal(C/R) = {id¢,o} mit o : z — Z. Die

Zwischenkorper sind nur R und C selbst, weil C ja nur Grad 2 iiber R hat, und also jeder
Zwischenkorper einen Grad zwischen 1 und 2 haben muss. Die Untergruppen von Gal(C/R)
sind nur die triviale Gruppe und Gal(C/R) selbst. Als Hasse-Diagramme:

C {idc}

R {id(c,(T}

Hier haben wir die Untergruppen von Gal(C/R) beziiglich der umgekehrten Inklusion ge-
ordnet, damit die beiden Hasse-Diagramme sich geméfs (5.17) entsprechen: C ist genau
der Fixkorper der Identitdt, und R ist der Fixkorper der Identitdt und komplexer Kon-
jugation. Umgekehrt ist Gal(C/R) per Definition die Gruppe aller Automorphismen von
C, die R festhalten. Somit stellen Fix und Stab eine genaue Entsprechung zwischen den
Zwischenkorpern und den Untergruppen der Galoisgruppe her.

Sei allgemeiner L/K eine beliebige quadratische Erweiterung, d.h. [L : K] = 2, und sei
char(K) # 2. Wahle a € L'\ K. Dann gilt L = K[a], und das Minimalpolynom von a iiber
K hat die Form

min(a, K) = X? +uX +v

mit u,v € K. Neben a hat dieses Polynom nach Vieta die zweite Nullstelle
b=—-u—a,

und diese liegt ebenfalls in L. Auferdem ist b # a, denn mit b = a wére mit char(K) # 2
auch a = —u/2 € K, im Widerspruch zu a ¢ K. Also erhalten wir einen nichttrivialen
K-Automorphismus

oc:L— L, r+ sa—r+ sb

fiir r, s € K. Dass o die Multiplikation erhélt, folgt daraus, dass a und b dieselbe Relation
a® +ua + v = 0 bzw. b? + ub + v = 0 erfiillen: denn dadurch gilt

o(a-a) =o(a)-o(a),

so dass o jedenfalls multiplikativ auf den Basisvektoren {1,a} ist, wobei a - a der einzige
nichttriviale Fall ist. Aufserdem ist o ein Automorphismus, weil o o 0 = id;, gilt aufgrund
o(a) =bund o(b) = a, also o die beiden Nullstellen von min(a, K) vertauscht.

Insgesamt erhalten wir also die Hasse-Diagramme

L {id}
K {id, o}
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Die Zwischenkérper und Untergruppen der Galoisgruppe stehen also in perfekter Entspre-
chung zueinander.

Fiir ein Beispiel mit echten Zwischenkdrpern fithren wir Beispiel 5.5.4 fort. Wir schreiben
L = Q[v2,v/3] und bezeichnen die drei nichttrivialen Automorphismen von L/Q mit
09,03, 06, wobel

) =—V2, o2(V3 V3
= +\/§, 03(\/5) = _\/§,
) = —V2, o6(V3 V3

Die nichttrivialen Untergruppen von Gal(L/Q) sind

(o2) = {id, 02}, (o3) = {id, 03}, (06) = {id, 06},

denn jede nichttriviale Untergruppe muss zwei der vier Elemente enthalten, also genau die
Identitét und eine der drei Nichtidentitdten. Die zugehorigen Fixkorper sind

Q[V3], Qv2, Q[Ve
Denn zum Beispiel ist Fix({cs)) = Q[v/3], weil ein Element

r+svV2+tV3 +uV6

genau dann von oy festgehalten wird, wenn s = u = 0 gilt. Als Hasse-Diagramme erhalten
wir also:

0'2(
0'3(

0'6(

$55

L {id}

1N P RN

Qv2  Qlvel Q3 (03) {o6) {o2)

N NI

Gal(L/Q)

Dass es keine weiteren Zwischenkorper gibt, sieht man so: nach Beispiel 5.2.12 ist [L :
Q] = 4, so dass ein echter Zwischenkérper F' den Grad 2 iiber Q haben muss. Dann gilt
[L : F] = 2 nach der Gradformel aus Satz 5.2.11. Nach dem vorherigen Beispiel folgt
dann, dass L einen nichttrivialen F-Automorphismus hat, also dass Stab(F') nichttrivial
ist. Folglich ist Stab(F) eine der drei obigen Untergruppen. Auferdem gilt

F C Fix(Stab(F)) # Fix({id}) = L,

wobei die Ungleichheit in der Mitte aus der Injektivitdt von Fix folgt. Also muss bereits
F = Fix(Stab(F)) gelten, so dass F' einer der drei obigen Zwischenkdrper sein muss. Wir
haben somit alle Zwischenkérper von L/Q bestimmt!

Die Erweiterung Q(+/2)/Q hat nach Beispiel 5.5.2(d) triviale Galoisgruppe, aber dennoch
zwei Zwischenkorper, namlich Q und Q(f/?) selbst. Die Galoisgruppe ist also nicht in der
Lage, alle Zwischenkérper zu unterscheiden. Als Hasse-Diagramme:

Q(V2) {id}

Q

Durch Fix wird die triviale rechte Seite in die nichttriviale linke Seite eingebettet. Aber
der Unterkorper Q tritt jetzt nicht als Fixkorper einer Untergruppe auf und der Galois-
Zusammenhang (5.17) ist nicht bijektiv.
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5.6 Normale und separable Erweiterungen

Wir kommen jetzt zu den Zusatzbedingungen, die garantieren, dass der Galois-Zusammenhang (5.17)
eine Bijektion zwischen den Zwischenkorpern von L/K und den Untergruppen von Gal(L/K)
herstellt. Die erste wichtige Bedingung ist folgende.

5.6.1 Definition. Fine Erweiterung L/K heifst normal, falls jedes irreduzible Polynom f €
K[X], das eine Nullstelle in L hat, bereits in L[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt.

5.6.2 Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent fir jede endliche Erweiterung L/K :
(a) Die Erweiterung L/K ist normal.
(b) L/K ist Zerfallungskérper eines Polynoms [ € K[X].

Beweis. Sei zunéchst L/K Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[X]. Wir bezeichnen die
Nullstellen von f in L mit aq,...,a,, so dass o0BdA

n

f=d][(X —a)

=1

mit d € K* gilt. Dann ist zu zeigen, dass jedes irreduzible Polynom g € K[X], das eine Nullstelle
in L hat, bereits in L[X] vollstiandig in Linearfaktoren zerfillt. Wir konnen annehmen, dass g
normiert ist. Sei also b € L mit g(b) = 0, und sei M/L ein Zerfallungskorper von g. Wir miissen
zeigen, dass jede Nullstelle von ¢ in M bereits in L liegt.
Sei dazu ¢ € M eine weitere Nullstelle von g. Da g irreduzibel ist und g(b) = g(c) = 0 gilt,
folgt
min(b) = min(c) = g.

Nach Satz 5.3.9 gibt es daher einen K-Isomorphismus
A: Kb — K]

mit A(b) = ¢. Wenn wir f als Polynom tiber K[b] betrachten, dann ist L/KIb] ein Zerfallungs-
korper von f, weil
L=Kla,...,a,] = K[b][a1,...,an]

Ebenso ist L[c]/K|[c] ein Zerfallungskérper von f als Element von K|[c][X] betrachtet; der einzige
Unterschied ist, dass b € L, und wir ¢ € L noch nicht wissen, weil es gerade die zu beweisende
Aussage ist.

Nach der Eindeutigkeit von Zerfallungskorpern in der bei (5.13) angegebenen Form setzt sich
A also zu einem K-Isomorphismus

o:L— L]

fort. Insbesondere gilt [L : K| = [L(c) : K]. Da L C L(c) und L/K endlich ist, folgt daraus
L = L[c]. Also gilt ¢ € L. Damit sind alle Nullstellen von g bereits in L enthalten, und g zerfillt
schon iiber L vollstdndig in Linearfaktoren. Daher ist L/K normal.

Sei umgekehrt L/K endlich und normal. Wihle eine Basis u1, . . ., u,, von L als K-Vektorraum
und setze

m
F =[] min(u) € K[X].
i=1
Nach Normalitéit zerfillt jedes der Polynome min(u;) in L[X] vollstindig in Linearfaktoren, also
auch F. Sei E C L der von allen Nullstellen von F' erzeugte Korper {iber K. Dann gilt einerseits

E C L, weil alle Nullstellen von F' in L liegen. Andererseits sind uyq, ..., u,, selbst Nullstellen
von F', also liegen sie in E. Da die u; eine Basis von L {iber K bilden, folgt L. C E. Also ist
E = L, und damit ist L/K der Zerféllungskorper von F'. O

5.6.3 Beispiel. Die ersten drei Beispiele aus Beispiel 5.5.13 sind alle normal, wiahrend das
vierte Beispiel nicht normal ist. Dies wird der Grund dafiir sein, dass im ersten Beispiel die
Zwischenkorper genau durch die Untergruppen der Galoisgruppe beschrieben werden kénnen,
wahrend dies im vierten Beispiel nicht der Fall ist.
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5.6.4 Lemma. Sei L/K algebraisch und normal, und sei F' ein Zwischenkdrper von L/K. Dann
ist auch L/F normal.

Beweis. Sei g € F[X] irreduzibel und habe eine Nullstelle ¢ € L. Wir miissen zeigen, dass g iiber
L vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt. Wir konnen annehmen, dass g normiert ist. Sei m =
min(a, K). Da L/K normal ist, zerfallt m in L[X] vollstindig in Linearfaktoren. Andererseits gilt
m(a) = 0, also teilt g = min(a, F') das Polynom m in F[X]. Daher sind alle Nullstellen von g auch
Nullstellen von m und liegen somit in L. Also zerfallt g in L[X] vollstdndig in Linearfaktoren,
und L/F ist normal. O

Die andere relevante Zusatzbedingung beruht auf folgendem Begriff.

5.6.5 Definition. Ein Polynom f € K|[X] heifit separabel, falls es in seinem Zerfallungskdorper
nur einfache Nullstellen besitzt.

Die Separabilitdt eines Polynoms kann man anhand des folgenden Kriteriums recht einfach
iiberpriifen:

5.6.6 Lemma. Sei K ein Korper und sei
f=a, X"+ - +aX +ap € K[X]
ein nichtkonstantes Polynom. Die formale Ableitung von f ist
fr=na, X"+ 200X + a1
Dann ist f genau dann separabel, wenn
ggT(f, f') = 1.
Insbesondere ist ein irreduzibles Polynom f € K[X] genau dann separabel, wenn f' # 0 gilt.

Beweis. Sei L/K ein Zerféllungskorper von f. Dann kénnen wir in L[X] schreiben
f = CH(X — ai)mi7
i=1
wobei die a; paarweise verschieden sind und m; > 1 gilt. Eine Nullstelle a; ist genau dann
mehrfach, wenn (X — a;) sowohl f als auch f” teilt. Dies sieht man direkt aus
f=(X—-a)™h mit h(a;) #£0:
Die formale Ableitung erfiillt die Produktregel, wie man direkt nachrechnet. Daher ist
f/ = mi(X — ai)miilh + (X — ai)mih’.
Fiir m; > 2 ist dies durch X — a; teilbar, wahrend fiir m; = 1 der Wert
f'ai) = h(a;)

nicht verschwindet. Also hat f genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn f und f’ in L[X]
einen gemeinsamen Linearfaktor haben.
Wenn geT(f, f') =1 in K[X] gilt, dann gibt es Polynome u,v € K[X] mit

uf +vf =1.

Diese Gleichung gilt auch in L[X], also kénnen f und f in L[X] keinen gemeinsamen Linearfaktor
haben. Umgekehrt liefert ein nichtkonstanter gemeinsamer Teiler von f und f’ in K[X] nach
Ubergang nach L[X] einen gemeinsamen Linearfaktor. Damit ist die Aquivalenz bewiesen.

Falls f irreduzibel ist, sind die einzigen Teiler von f die konstanten Polynome und skalare
Vielfache von f. Daher ist ggT(f, ') # 1 genau dann moglich, wenn f | f’ gilt. Da aber deg(f') <
deg(f) gilt, passiert dies genau dann, wenn f’ = 0 ist. O
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Die allermeisten irreduziblen Polynome sind separabel, wie die folgende Aussage zeigt:

5.6.7 Lemma. Sei K ein Kérper mit char(K) = 0 und f € K[X] irreduzibel. Dann ist f
separabel.

Beweis. Nach Lemma 5.6.6 ist das irreduzible Polynom f genau dann separabel, wenn [’ # 0 gilt.
Falls char(K) = 0 ist, kann die Ableitung eines nichtkonstanten Polynoms nicht verschwinden:
Ist

f=an X"+ +ag
mit a, # 0, dann ist der Leitkoeffizient von f’ gleich na, # 0. Also ist f separabel. O

5.6.8 Beispiel. In Charakteristik p > 0 gibt es viele nicht-separable Polynome.

(a) Das einfachste Beispiel ist
XP —1eF,[X].

Die Ableitung ist gleich 0, und tatséchlich gilt
XP—-1=(X-17
in F,[X], so dass die einzige Nullstelle mehrfach ist.

(b) Es gibt sogar irreduzible nicht-separable Polynome. Sei dazu K = F,(T") der Kérper der
rationalen Funktionen in einer Variablen T iiber F),. Dann ist

XP T € K[X]

nicht separabel, denn seine Ableitung verschwindet. Das Polynom ist irreduzibel: Sei a eine
Nullstelle in einem Zerfallungskérper. Dann gilt

XP—-T=(X—-a)".
Somit hat das Polynom eine mehrfache Nullstelle.

Zur Irreduzibilitdt: hatte X? —T einen echten nichtkonstanten Faktor in K [X], dann miisste
dieser tiber dem Zerfallungskdrper von der Form (X — a)™ mit 1 < m < p sein, jedenfalls
bis auf Skalierung durch ein Element von K *. Der Koeffizient von X™~! in einem solchen
Faktor wire dann —ma, was in K liegen muss. Da m # 0 in K gilt, wiirde also a € K
folgen. Dann wére T = a” eine p-te Potenz in F,(T'). Die Variable T selbst hat aber in
F,(T) keine p-te Wurzel.*

5.6.9 Definition. Eine algebraische Erweiterung L/K heifit separabel, falls das Minimalpoly-
nom jedes Elements a € L diber K separabel ist.

5.6.10 Lemma. Fine Erweiterung der Form L/Fix(G) fir eine endliche Untergruppe G C
Gal(L/K) ist separabel.

Beweis. Sei a € L und G - a die Bahn von a unter der Wirkung von G. Dann betrachten wir das
Polynom
0= ] (X—-b)eL[X].
beG-a

Es gilt g, € Fix(G)[X], weil jedes 7 € G die Bahn G - a permutiert. Es gilt ¢,(a) = 0, und
die Linearfaktoren von g, sind paarweise verschieden. Das Minimalpolynom min(a, Fix(G)) teilt
daher das separable Polynom ¢,. Also ist auch min(a, Fix(G)) separabel. Da a € L beliebig war,
ist L/Fix(G) separabel. O

5.6.11 Lemma. Sei L/K separabel und F ein Zwischenkorper von L/K. Dann ist auch L/F
separabel.

Beweis. Sei a € L beliebig. Wir miissen zeigen, dass min(a, F') separabel ist. Da L/K separabel
ist, ist min(a, K) separabel. Auferdem gilt min(a, K)(a) = 0, also teilt min(a, F') das Poly-
nom min(a, K) in F[X]. Jeder Teiler eines separablen Polynoms ist wieder separabel. Also ist
min(a, F') separabel. Damit ist L/F separabel. O

468ei T = (f/g)P mit f,g € Fp[T] teilerfremd und # 0. Dies bedeutet fP = TgP. Der Grad auf der linken Seite
ist jetzt ein Vielfaches von p, der Grad auf der rechten Seite aber nicht.
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5.7 Der Hauptsatz der Galoistheorie

Jedenfalls fiir endliche Erweiterungen sind die Normalitdt und Separabilitidt von L/K, wie wir
jetzt zeigen werden, ausreichend dafiir, dass der Galois-Zusammenhang (5.17) bijektiv wird.

5.7.1 Lemma. Sei L/K endlich, normal und separabel, und seien a,b € L mit min(a, K) =
min(b, K). Dann gibt es ein o € Gal(L/K) mit o(a) = b.

Beweis. Setze g = min(a, K) = min(b, K). Da g irreduzibel ist und sowohl a als auch b als
Nullstellen hat, erhalten wir nach Lemma 5.4.8 einen K-Isomorphismus

A: Kla] — K[b]

mit A(a) = b.

Da L/K normal und endlich ist, ist L/ K nach Satz 5.6.2 ein Zerfallungskorper eines Polynoms
iiber K. Sei also f € K[X] ein Polynom, dessen Zerfallungskorper iiber K gerade L ist. Dann ist
L/K]|a] ein Zerfallungskorper von f, und ebenso ist L/K[b] ein Zerfallungskérper von f. Nach der
Eindeutigkeit von Zerfiallungskorpern aus Satz 5.4.9 setzt sich A daher zu einem Isomorphismus

c:L— L

fort. Dieser Isomorphismus halt K fest, also ist ¢ € Gal(L/K), und nach Konstruktion gilt
o(a) =b. O

Die folgende Aussage ist jetzt der Hauptsatz der Galoistheorie.

5.7.2 Satz. Sei L/K eine endliche Erweiterung, die normal und separabel ist. Dann ist der
Galois-Zusammenhang (5.17) bijektiv, und es gilt

[L: K] = |Gal(L/K)|.

Beweis. Fiir die Bijektivitat des Galois-Zusammenhangs bleibt noch zu zeigen: fiir jeden Zwi-
schenkorper F' gilt
Fix(Gal(L/F)) = F.

Die Inklusion D ist dabei klar.

Sei also a € L\ F. Dann miissen wir beweisen, dass es ein ¢ € Gal(L/F) mit o(a) # a
gibt. Nach Lemmata 5.6.4 und 5.6.11 ist auch L/F normal und separabel. Das Minimalpolynom
min(a, F) € F[X] hat Grad > 1, denn a ¢ F. Da L/F normal ist, zerfallt min(a, F) in L[X]
vollstidndig in Linearfaktoren. Da L/F separabel ist, sind diese Linearfaktoren paarweise ver-
schieden. Also besitzt min(a, F) eine weitere Nullstelle b € L mit b # a. Da min(a, F') irreduzibel
ist, gilt auch min(b, ') = min(a, F'). Nach Lemma 5.7.1, angewandt auf die Erweiterung L/F,
gibt es dann ein o € Gal(L/F') mit

o(a) =b.

Insbesondere ist o(a) # a, also liegt a nicht in Fix(Gal(L/F)). Damit ist Fix(Gal(L/F)) C F
gezeigt, und somit gilt
Fix(Gal(L/F)) = F.

Es bleibt die Formel fiir die Kardinalitdt der Galoisgruppe. Setze G = Gal(L/K). Nach dem
bereits bewiesenen Teil gilt Fix(G) = K. Daher liefert Lemma 5.5.10

[L: K] =[L:Fix(G)] <G|
Die umgekehrte Ungleichung ist genau (5.16). Also folgt
[L: K] =|Gal(L/K)|,

was zu zeigen war. O
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5.8 Unlosbarkeit von Gleichungen fiinften Grades

Zum Abschluss kommen wir zuriick zur Frage aus der Einfiihrung, ob es allgemeine Lésungsfor-
meln fiir Polynomgleichungen gibt. Hierbei sind im Prinzip verschiedene Arten von “Lésungsfor-
meln” denkbar; zum Beispiel haben wir in Beispiel 5.2.10 argumentiert, dass es keine allgemeine
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen aX? + bX + ¢ = 0 gibt, die als rationale Funktion
der Koeflizienten a, b, ¢ ausgedriickt werden konnte.

Fiir die allgemeine quadratische Gleichung gibt es aber eine Losungsformel, falls man das
Ziehen von Wurzeln zulésst, ndmlich

b+ Vb2 — dac

. 2a

Diese Formel (zusammen mit der normalen Herleitung) gilt dabei in jedem Korper K. Die Wurzel
steht hierbei fiir ein beliebiges Element in K, dessen Quadrat gleich b2 — 4ac ist. Falls ein solches
Element existiert, ist es bis auf Vorzeichen eindeutig, und die Formel liefert damit tatséchlich die
beiden Nullstellen von aX? + bX + c. Falls es keine solche Wurzel gibt, dann hat die Gleichung
keine Lésung in K.

Letzteres kann schon anders aussehen, wenn wir zu einem Oberkorper L in einer Korperer-
weiterung L/K iibergehen, denn jetzt kann die bendtigte Wurzel in L existieren, auch wenn sie
in K nicht existiert. Wir brauchen also blof ein Element ¢ € L mit

t2 = b — 4ac.

AuBerdem brauchen wir sonst keine weiteren Elemente aus L, es reicht also aus, L = K[t] zu
setzen. Wenn wir in der Losungsformel eine dritte Wurzel brauchen wiirden, dann hétten wir
links entsprechend ¢ stehen.

Falls in der Losungsformel mehrere Wurzeln auftreten, und insbesondere falls diese Wurzeln
ineinander geschachtelt sind, dann miissen wir diese Wurzeln nacheinander ziehen, also entspre-
chend iterierte Korpererweiterungen anschauen. Denn zum Beispiel fiir eine Wurzel der Form

V2+V3 (5.19)
Q C Q3 ¢ @[\/2+¢§ :

Im ersten Schritt kénnen wir statt /3 auch einen beliebigen Oberkérper wihlen, der ein ¢ mit
t2 = 3 enthélt. Im zweiten Schritt brauchen wir dann entsprechend ein Element s mit s2 = 2+ ¢.
Dies suggeriert die folgende Definition.

bilden wir die Korperkette

5.8.1 Definition. Sei K C C ein Korper. Eine Erweiterung L/K heifit Radikalerweiterung,
falls es eine Kette von Kdrpern

K:KogKlg"'gKm:L
gibt, so dass Elemente t; € K; und n; € N5 existieren mit
Kj:Kjfl[th t;L7 EK]',1 Vi=1,...,m.

Ein Polynom f € K[X] heifit durch Radikale lésbar, falls es in einer Radikalerweiterung von
K in Linearfaktoren zerfallt.

Der Begriff Radikal steht hier fiir das Ziehen von Wurzeln (nach dem lateinischen radiz fiir
Wurzel). Die entscheidende Verbindung zur Gruppentheorie ist dann die folgende Aussage.

5.8.2 Satz. Sei K C C ein Korper und f € K[X]. Falls f durch Radikale tiber K losbar ist,
dann ist die Galoisgruppe von f iber K auflosbar.
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Beweisskizze. Die Grundidee ist, dass das Adjungieren einer n-ten Wurzel nur abelsche Symme-
trien erzeugt, sobald die n-ten Einheitswurzeln ebenfalls vorhanden sind: ein Automorphismus
muss eine Nullstelle ¢ von X™ — ¢ auf eine andere Nullstelle abbilden, also auf (t fiir eine n-te
Einheitswurzel . Dadurch wird die Galoisgruppe zu einer Untergruppe der Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln, und diese ist abelsch.

Betrachtet man die ganze Kette von Radikalerweiterungen, so zerlegt sich dadurch die Ga-
loisgruppe Gal(L/K) in mehrere aufeinanderfolgende Schritte, die jeweils abelsche Quotienten
haben. Nach Definition 2.5.1 bedeutet dies, dass Gal(L/K) auflosbar ist. O

Um Nichtauflésbarkeit durch Radikale zu zeigen, geniigt daher die Kontraposition: wenn
ein Polynom eine nicht auflésbare Galoisgruppe hat, dann gibt es keine Losungsformel durch
Radikale. Wir betrachten nun ein Kriterium, das sich besonders gut auf konkrete Polynome
flinften Grades anwenden l&sst.

5.8.3 Lemma. Sei f € Q[X] irreduzibel vom Grad 5 und habe genau zwei Nullstellen in C\ R.
Dann ist die Galoisgruppe von f tiber Q isomorph zu Ss.

Beweis. Sei L/Q der Zerfallungskorper von f. Da f irreduzibel ist, wirkt Gal(L/Q) nach Lem-
ma 5.5.3 auf den fiinf Nullstellen von f so, dass der zugehoérige Gruppenhomomorphismus

Gal(L/Q) < Ss

injektiv ist. AuBerdem ist L/Q normal und separabel, da L ein Zerfallungskorper iiber Q ist
und char(Q) = 0 gilt. Je zwei Nullstellen von f haben wegen der Irreduzibilitit von f dasselbe
Minimalpolynom tiber Q. Nach Lemma 5.7.1 kann daher jede Nullstelle von f durch ein Element
von Gal(L/Q) auf jede andere Nullstelle abgebildet werden. Eine solche Untergruppe von Ss
nennen wir transitiv.

Auferdem liegen die beiden nicht-reellen Nullstellen als komplex konjugiertes Paar vor. Die
komplexe Konjugation ist daher ein Element von Gal(L/Q), das diese beiden Nullstellen ver-
tauscht und die drei reellen Nullstellen festhélt. Die Transposition dieser beiden Nullstellen gehort
also zur entsprechenden Untergruppe von Ss.

Es geniigt nun die folgende gruppentheoretische Beobachtung: Die einzige transitive Unter-
gruppe von Ss, die eine Transposition enthélt, ist bereits ganz S5. Denn aus dem Bahnstabilisa-
torsatz 2.4.13, angewandt auf die Wirkung auf {1,...,5}, folgt, dass eine transitive Untergruppe
von S5 eine durch 5 teilbare Ordnung hat. Nach dem Satz von Cauchy 2.4.22 enthélt sie damit
ein Element der Ordnung 5, also einen 5-Zykel. Nach Umnummerierung der fiinf Nullstellen sei
dieser 5-Zykel

v=(12345).

Die vorhandene Transposition kénnen wir mit Potenzen von v konjugieren, so dass sie nach
eventuellem Ersetzen von « durch 4~! entweder die Form (1 2) oder (1 3) hat. Im ersten Fall
liefern die Konjugierten 7*(1 2)y~* alle benachbarten Transpositionen

(12), (23), (34), (45),

und diese erzeugen S5. Im zweiten Fall liefern die Konjugierten von (1 3) die benachbarten
Transpositionen beziiglich der Reihenfolge

1, 3,5, 2, 4,
und erzeugen daher ebenfalls Ss. Also gilt Gal(L/Q) = Ss. O

5.8.4 Satz. Die Gleichung
X°—4X+2=0

ist iber Q nicht durch Radikale lGsbar.
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Y y=a5—dz+2

Abbildung 22: Der Graph von f = X% — 4X + 2. Man erkennt, dass es anscheinend genau drei
reelle Nullstellen gibt. Der formale Beweis dieser Aussage ist eine Ubung in Analysis.

Beweisskizze. Setze
f=X"—-4X +2 € Q[X].

Dieses Polynom ist nach dem Eisenstein-Kriterium fiir p = 2 irreduzibel iiber Q. Fiir die An-
wendung von Lemma 5.8.3 miissen wir nur noch zeigen, dass f genau drei reelle Nullstellen hat.
Dies ist jetzt ein Problem aus der Analysis, so dass wir die Details hier nicht weiter ausfiihren.
Abbildung 22 zeigt aber informell, dass es tatsdchlich genau drei reelle Nullstellen gibt.

Nach Lemma 5.8.3 ist die Galoisgruppe von f iiber QQ isomorph zu S5. Nach Satz 2.5.3 ist S5
nicht auflésbar. Mit Satz 5.8.2 folgt daher, dass f nicht durch Radikale l6sbar ist. O

Damit ist prézisiert, in welchem Sinne es keine allgemeine Lsungsformel fiir Gleichungen
finften Grades geben kann: es gibt bereits eine einzige konkrete Gleichung fiinften Grades mit
rationalen Koeffizienten, ndmlich zum Beispiel

X% —4X +2=0,

deren Losungen sich nicht durch die Grundrechenarten und wiederholtes Ziehen von Wurzeln
aus rationalen Zahlen ausdriicken lassen!
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